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Zusammenfassung� Dieses Arbeitspapier stellt di�erentialgeometrische
Grundlagen in Tensorschreibweise dar und zeigt M�oglichkeiten zur Berech�
nung von Kr�ummungsma�en f�ur durch diskrete Punkte gegebene Fl�achen
auf� Weiterhin werden M�oglichkeiten zur Segmentierung von Fl�achen auf
der Basis dieser Kr�ummungsma�e diskutiert�
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Vorbemerkungen

Allgemeines

Dieses Arbeitspapier beinhaltet eine Zusammenstellung von di�erentialgeometrischen Grund�
lagen und von M�oglichkeiten zur Berechnung von Kr�ummungsma�en f�ur durch diskrete
Punkte gegebene Fl�achen� Es sollte urspr�unglich nur als pers�onliches Hilfsmittel und zur
Vorbereitung einer Arbeit �uber ein Verfahren zur informationserhaltenden Filterung von
Fl�achen dienen� Aus diesem Grund erhebt diese Zusammenstellung der di�erentialgeome�
trischen Grundlagen nicht den Anspruch auf Vollst�andigkeit� Insbesondere werden di�eren�
tialgeometrische Eigenschaften von Kurven einer Fl�ache nur dort diskutiert� wo sie f�ur das
Verst�andnis von Eigenschaften der Fl�ache ben�otigt werden� F�ur einen umfassenden �Uberblick

�uber die Di�erentialgeometrie sei auf allgemeine Lehrb�ucher� wie doCarmo ����� Lipsch�utz
���
 und insbesondere Heitz ���� verwiesen� welches im wesentlichen auch die Grundlage f�ur
den Abschnitt � dieses Arbeitspapiers war� Mit der Thematik von durch diskrete Punkte ge�
gebenen Fl�achen besch�aftigen sich Abschnitt 	 und Abschnitt �� Hierf�ur wurde insbesondere
Besl ���
 zugrundegelegt� Abschnitt � diskutiert die Bestimmung von Kr�ummungsma�en
auf der Basis von Approximationen diskreter Fl�achen� Im Abschnitt � werden einige numeri�
sche Aspekte behandelt� bevor in Abschnitt � M�oglichkeiten zur Segmentierung von Fl�achen
basierend auf Kr�ummungsma�en dargestellt werden�

Die im Text angebenen Anmerkungen und Beispiele dienen zur weiteren Erl�auterung� sind
jedoch zum Verst�andnis beim ersten Lesen nicht erforderlich�

Notation

Die Darstellung der Notation der di�erentialgeometrischen Grundlagen erfolgt in Tensor�
schreibweise �vgl� Klingbeil ����� Heitz ������ Grundlegende Gr�o�en werden in dieser und
in der klassischen Notation gegen�ubergestellt� Im folgenden sollen nur einige allgemeine Hin�
weise gegeben werden�

� F�ur die Indizes gilt �� �� �� � � � � f�� 	g und i� j� k� � � � � f�� 	� �g�
� Zur besseren Unterscheidung gilt ferner�

u� � Fl�achenkoordinaten
xi� � �D kartesische Koordinaten mit xi � xi � xi�

� Es gilt die Einstein�sche Summenkonvention� Tritt in einem Produkt ein und derselbe
Index zweimal auf� einmal oben und einmal unten� so wird �uber diesen von � bis n
summiert � wobei n die Dimension des Raumes bezeichnet�

Am Schlu� dieses Arbeitspapiers ist die Notation f�ur hier verwendete Gr�o�en angegeben�

�



Erg�anzende Vorbemerkung zur �Uberarbeitung �Stand Juni �����

Der inhaltliche Teil ist unver�andert zum Stand Dezember ����� jedoch sind einige neue Lite�
raturstellen in Anmerkungen und Fu�noten eingearbeitet worden�

�



� Di�erentialgeometrische Grundlagen

Innerhalb dieses Abschnittes werden die di�erentialgeometrischen Grundlagen� wie sie f�ur
die folgenden Abschnitte ben�otigt werden� dargestellt� Diese Darstellung bezieht sich auf
regul�are �D�Fl�achen� d� h� 	D�Mannigfaltigkeiten im IR�� Im Abschnitt ��� wird wird dann
eine Spezialisierung f�ur Graphen��achen �graph surface� Monge patch� bzw� 	��D�Fl�achen ��
durchgef�uhrt� Diese Spezialisierung ist im Hinblick auf Anwendungen im Bereich der digitalen
Bildverarbeitung und DHM�Anwendungen von Interesse� Im Abschnitt ��� werden dann
alternative Kr�ummungsma�e vorgestellt� bevor im Abschnitt ���
 zur Vervollst�andigung der
Darstellung die Analogien zwischen einer Kurve im IR� und einer Fl�ache im IR� zusammgefa�t
werden�

��� Begleitendes Dreibein der Fl�ache

Eine Fl�ache F im IR� kann durch die kartesischen Koordinaten xi� als Funktion von un�
abh�angigen Fl�achenkoordinaten u�

xi� � xi��u
�� �����

dargestellt werden� Die Koordinatenlinien sind durch

u��Linie � u� variabel� u� � const� ���	�

u��Linie � u� variabel� u� � const�

gegeben� Die zugeh�origen Tangentenvektoren sind

xi�� �
�xi�

�u�
�����

Der Betrag der Tangentenvektoren ist i� a� ungleich �� Sie sind per De�nition linear un�
abh�angig� so da� der Fl�achennormalenvektor � aus

ni� �
�ijk� xj�� xk��

k �lmn� xm�� xn�� k �����

folgt� Diese drei Vektoren bilden das begleitende Dreibein der Fl�ache �vgl� Abb� ��	��

Anmerkung ��� Gilt k �lmn� xm�� xn�� k �� 
 f�ur eine Fl�ache F oder einen Fl�achenbereich�
so spricht man von einer regul�aren Fl�ache� Eine Singularit�at liegt vor� falls der Betrag gleich
Null ist� �

��	 �� Fundamentaltensor

Die Bestimmung von Gr�o�en der inneren Fl�achengeometrie� z�B� der Entfernung von zwei
Fl�achenpunkten entlang einer Fl�achenkurve oder des Fl�acheninhaltes eines Fl�achenst�uckes�

�Dieser Begri� �ndet sich bereits bei Besl und Jain ���� und wird hier synomym mit dem Begri� Gra�
phen	
ache benutzt�

�zur Schreibweise vgl� Anhang A�

�



��	 �� Fundamentaltensor

basiert auf dem �� Fundamentaltensor� Betrachtet man das Bogenelement einer Fl�achenkurve
u��t�� so erh�alt man mit

dxi��u
��t��

dt
� xi��

du�

dt

und

ds� � dxi� dxi�

die �� Fundamentalform �

ds� � g�� du
� du� �����

wobei g�� der �� kovariante Fundamentaltensor oder Metriktensor

g�� � xi�� xi�� �����

ist� Er ist eine Verallgemeinerung des Betragsquadrates des Tangentenvektors einer Kurve
im IR� �vgl� Abschnitt ���
�� Seine Komponenten sind abh�angig von der Parametrisierung
der Fl�ache� F�ur die Determinante des Metriktensors gilt�

g � g�� g�� � g��
� � k xi�� k� k xi�� k� � cos� � k xi�� k� k xi�� k� �����

� k xi�� k�k xi�� k���� cos� �� 	 


� bezeichnet hierbei den Winkel zwischen den Koordinatenlinien bzw� den Tangentenvektoren
an die Koordinatenlinien und ist per De�nition f�ur eine regul�are Fl�ache ungleich Null� In
klassischer Notation ist

�g��� �

�
E F

F G

�

Der �� kontravariante Fundamentaltensor ist invers zu g��

g�� g
�� � 
�� �

�
� f�ur � � �


 f�ur � �� �
�����

und daher folgt

g�� �
g��

g
g�� �

�g��
g

g�� �
g��

g
�����

Im Fall orthogonaler Koordinatenlinien �� � �
� � gilt�

g�� � g�� � xi�� xi�� � 
 ����
�

Gilt ferner g�� � g�� so liegen isotherme Fl�achenkoordinaten vor� f�ur die sich die �� Funda�
mentalform zu

ds� � g�� du
�du� � g����du

��� � �du���� � g����du
��� � �du���� ������

vereinfacht�
�Die erste Fundamentalform wird in der Literatur auch mit I bezeichnet�

�



��	 �� Fundamentaltensor

Beispiel ��� Als Beispiel f�ur die Anwendung des Metriktensors zur Berechnung von Gr�o�en
der inneren Fl�achengeometrie soll der Fl�acheninhalt eines Fl�achenst�uckes dF bestimmt wer�
den� Der Fl�acheninhalt folgt aus dem Spatprodukt � des begleitenden Dreibeins	

dF � �ijk� ni� xj�� xk�� ����	�

Ersetzt man den Fl�achennormalenvektor durch

ni� �
�p
g
�ijk� xj�� xk�� ������

so folgt

dF �
p
g du� du� ������

�

Anmerkung ��� Die erste Fundamentalform ist die Verallgemeinerung des Satzes von Py�
thagoras� F�ur kartesische Koordinaten gilt

ds� � �ij �x
i �xj ������

mit dem kartesischen Ma�tensor �ij � 
ij�� Mit

xi � xi � xi� ������

folgt weiterhin

ds� � 
ij� �x
i �xj � �xi �x

i � �xi� �xi� � �x��� � x��� � x���� ������

�

Anmerkung ��
 ��� Fundamentaltensor und Summe der Residuenquadrate�
Das Gau��Marko��Modell lautet	

E�y� � y � e � X� mit D�y� � �� P�� ������

Im einzelnen gilt	

y 	 Vektor der Beobachtungen
e 	 Vektor der Residuen
X 	 Koe
zientenmatrix
� 	 Vektor der gesuchten festen Parameter
P 	 Gewichtsmatrix der Beobachtungen

Die Sch�atzwerte f�ur die Parameter �hier dargestellt f�ur das Gau��Marko��Modell mit vollem
Rang�

�� � �XT PX���XT P y

�vgl� Anhang A�

�



��� Ableitungsgleichungen

ergeben sich durch Minimierung der Summe der Residuenquadrate

� � eT P e ������

und in Tensorschreibweise �vgl� Wolf 
����

� � p�� e
� e� ���	
�

Formal ergibt sich eine Analogie zur 
� Fundamentalform

ds� � g�� du
� du� ���	��

so da� der Metriktensor aus statistischer Sicht als Gewichtsmatrix interpretiert werden kann�
Betrachtet man den Sonderfall P � I folgt

Ry � X �� ���		�

mit dem orthogonalen Projektionsoperator

R � X �XT X���XT ���	��

�vgl� Koch 
���� S� 
�� und Abb�����
�� R ist symmetrisch und idempotent� Die Abbildung
gibt eine Interpretation f�ur diesen Sonderfall in kartesischen Koordinaten� wobei

P � I � 
ij� mit i� j � �� 	� � � � � n ���	��

die Gewichtsmetrik �kartesischer Ma�tensor im IRn� repr�asentiert� �

��
 Ableitungsgleichungen

Die Ableitungsgleichungen von Gau� und Weingarten stellen die Ableitungen der Tangen�
tenvektoren und der Fl�achennormalen nach den Fl�achenkoordinaten als Linearkombination
von eben diesen Vektoren dar� Sie bilden ein f�ur die Fl�ache bestimmendes System von Di�e�
rentialgleichungen und einen Teil des Hauptsatzes der Fl�achentheorie �vgl� Heitz ����� S�	���
Sie lauten

Ableitungsgleichungen nach Gau�

xi��� � ���� xi�� � L�� ni� ���	��

Ableitungsgleichungen nach Weingarten

ni�� � �L�

� xi�� ���	��

mit dem 	� Fundamentaltensor L�� und dem Christo�elsymbol 	� Art

���� � g�� ���j� � g��xi��� xi�� ���	��

���j� ist das Christo�elsymbol �� Art�

���j� � xi��� xi�� �
g���� � g���� � g����

	
���	��

�




��� 	� Fundamentaltensor

��� 	� Fundamentaltensor

Der im Abschnitt ��	 eingef�uhrte �� Fundamentaltensor beinhaltet die Information �uber die
innere Fl�achengeometrie� Neben diesem �� Fundamentaltensor ist der 	� Fundamentaltensor
de�niert� der die Information �uber die Einbettung der Fl�ache im IR� ausdr�uckt�

Bestimmt man das Skalarprodukt von ���	�� und dem Fl�achennormalenvektor� so erh�alt man�
da

ni� xi�� � 
 ���	��

den 	� Fundamentaltensor

L�� � ni� xi��� ����
�

mit

xi��� �
��xi�

�u� �u�

Bildet man die Ableitungen von ���	�� nach den Fl�achenkoordinaten u�� so erh�alt man

ni�� xi�� � ni� xi��� � 
 ������

und somit

L�� � ni� xi��� � �ni��xi�� ����	�

Seine Komponenten sind abh�angig von der Parametrisierung der Fl�ache�

Der gemischte 	� Fundamentaltensor aus den Ableitungsgleichungen von Weingarten folgt
aus

L�
� � g�� L�� ������

Weiterhin gilt

l � L�� L�� � L��
� ������

In klassischer Notation ist der 	� Fundamentaltensor

�L��� �

�
L M

M N

�
������

Gilt g�� � L�� � 
� so sind die Koordinatenlinien Kr�ummungslinen� d� h� Fl�achenkur�
ven deren Tangentenrichtungen mit den Hauptkr�ummungsrichtungen in allen Punkten der
Fl�achenkurve identisch sind�

Auf der Grundlage des zweiten Fundamentaltensors wird die zweite Fundamentalform analog
zur ersten durch

II � L�� du
� du� � �dni� dxi� ������

de�niert�

��



��� Normalkrummung und Hauptkrummungen

��� Normalkr�ummung und Hauptkr�ummungen

Nachdem die grundlegenden Gr�o�en der Fl�achentheorie vorgestellt wurden� sollen nun Kr�um�
mungsma�e von Fl�achen und Fl�achenkurven diskutiert werden� Die Kr�ummung k einer
Fl�achenkurve xi��s� ist der Betrag von

x��i� �
d�xi�

ds�
� kg mi� � kn ni� ������

mit

mi� � �ijk� nj� x
�
k� und u�

�
�

du�

ds

wobei kn die Normalkr�ummung und kg die geod�atische Kr�ummung der Fl�achenkurve bezeich�
nen� Die Normalkr�ummung der Fl�achenkurve erh�alt man durch das Skalarprodukt von ������
und dem Fl�achennormalenvektor�

kn � ni� x
��
i� � L��u

��u�
�

������

Analog erh�alt man die geod�atische Kr�ummung durch das Skalarprodukt mit mi��

kg � mi�x
��
i� � �ijk� nj� x

�
k� x

��
i� � �ijk� x

�
i� x

��
j� nk� ������

Da mi� und ni� orthogonal �vgl� Abb� ����� beschreibt ������ ein rechtwinkliges Dreieck� so
da�

k� � k�g � k�n ����
�

folgt� Diese Gleichung kann auch aus den Beziehungen

kg � k sin� ������

und

kn � k cos� ����	�

abgeleitet werden� ����	� ist der Satz von Meusnier �

Anmerkung ��� Gilt kg � 
 entlang einer Fl�achenkurve� so ist sie eine geod�atische Linie�
Die Di�erentialgleichung einer solchen Linie ist gegeben durch

kg � u�
��
� ���� u

�� u�
�

� � f�� 	g ������

�

Da sich die Normalkr�ummung auf eine vorgegebene Fl�achenkurve bezieht� ist sie i� a� rich�
tungsabh�angig� Hauptkr�ummungen sind Extrema der Normalkr�ummung� Sie ergeben sich
aus der Gleichung �

k�n � g��L��kn �
l

g
� 
 ������

�	



��� Normalkrummung und Hauptkrummungen

Abb� �	�� Normalkr�ummung

Abb� �	�� Hauptkr�ummungen

kn��� �
g�� L��

	
�
s�

g�	 L�	

	

��
� l

g
� H �

p
H� �K ������

Die zugeh�origen Hauptkr�ummungsrichtungen sind orthogonal�

Gilt kn � const� bzw� somit kn� � kn� liegt ein Nabelpunkt �umbillical point� vor� F�ur
Nabelpunkte existiert keine ausgezeichnete Hauptkr�ummungsrichtung� Alle Punkte einer

�Diese Gleichung ist herleitbar aus der Eigenwertbestimmung der Weingarten Abbildung W�
� �vgl� ���

���

��



��� Gau� sche und mittlere Krummung

Ebene und einer Kugel sind Nabelpunkte�

Anmerkung ��� Sind die Koordinatenlinien Kr�ummungslinien und f�uhrt man den Rich�
tungswinkel � als Winkel zwischen u��Linie und einer Fl�achenkurve ein� so gilt der Satz von
Euler

kn � kn� sin
� � � kn� cos

� � ������

f�ur die Normalkr�ummung in Richtung der Fl�achenkurve� �

��� Gau
�sche und mittlere Kr�ummung

Die Gau�
sche und mittlere Kr�ummung sind Funktionen der Hauptkr�ummungen� Die Gau�
�
sche Kr�ummung ist gegeben durch �vgl� �������

K � kn� kn� �
l

g
������

und die mittlere Kr�ummung durch �vgl� �������

H �
kn� � kn�

	
�

g�� L��

	
������

Die Gau�
sche Kr�ummung K ist unabh�angig von der Parametrisierung der Fl�ache� Beide
Kr�ummungsma�e sind weiterhin invariant gegen�uber Rotation und Translation der Fl�ache�
F�ur die Form konvexer Fl�achen ist allein die Gau�
sche Kr�ummung K bestimmend� f�ur
die Form von Graphen��achen �graph surfaces� ist unter bestimmten Nebenbedingungen die
mittlere Kr�ummung H allein bestimmend� Fl�achen mit K � 
 sind Torsen� Fl�achen mit
H � 
 Minimal��achen ��

Anmerkung ��
 Neben der ersten und zweiten Fundamentalform ist in einigen Lehrb�uchern
die dritte Fundamentalform de�niert	

III � 	H II �K I ������

Diese Form besitzt gegen�uber der zweiten Fundamentalform den Vorteil� da� ihr Vorzeichen
nicht wie das Vorzeichen von II von der Parametrisierung der Fl�ache abh�angig ist� Ein durch
eine ge�anderte Parametrisierung hervorgerufener Vorzeichenwechsel von II wird durch den
ebenfalls resultierenden Vorzeichenwechsel von H aufgehoben� �

Anmerkung ��� Ein geod�atisches Dreieck auf einer Fl�ache wird begrenzt durch drei geod�ati�
sche Linien� F�ur den Exze� des geod�atischen Dreiecks gilt	


 �

Z
�F

K dF � �� � �� � �� � � ����
�

wobei �i die Winkel zwischen den geod�atischen Linien in den Punkten Pi bezeichnen� Ist die
Gau��sche Kr�ummung K � K� in �F konstant� so gilt


 � K� �F ������

Ist der Fl�acheninhalt �F und der Exze� 
 bekannt� so kann die Gau��sche Kr�ummung be�
stimmt werden ohne vorher die Hauptkr�ummungen zu bestimmen� �

�Minimal	
achen sind die L
osung eines Variationsproblems� bei dem eine Fl
ache minimalen Fl
acheninhaltes
bei der Vorgabe einer sie berandenden Kurve C zu bestimmen ist�

��



��� Weingarten Abbildung

��� Weingarten Abbildung

����� De�nition

So wie der Metriktensor eine Verallgemeinerung des Betragsquadrates des Tangentenvektors
einer Kurve im IR� darstellt� ist die Weingarten Abbildung �Weingarten mapping� shape ope�
rator� eine Verallgemeinerung der Kr�ummung einer solchen Kurve �vgl� Abschnitt ���
��
Sie ist eine Funktion des ersten und zweiten Fundamentaltensors und gibt die lokalen
Kr�ummungsverh�altnisse an� In der digitalen Bildverarbeitung wird zur Charakterisierung
der lokalen Kr�ummungsverh�altnisse oftmals die Hesse�Matrix der Intensit�atsfunktion genutzt�
Sie ist eine Spezialisierung der Weingarten�Abbildung� worauf im Abschnitt ��� n�aher einge�
gangen wird�

Die Weingarten Abbildung ist gegeben durch

W�
� � g�� L��

�
W�

�

�
�

�
W �

� W �
�

W �
� W �

�

�
�

�
E F

F G

��� �
L M

M N

�
����	�

Sie ist nicht symmetrisch� Die einzelnen Elemente aus ����	� lauten

W �
� � g�� L�� � g�� L�� �

g�� L�� � g�� L��

g
�

GL� F M

g

W �
� � g�� L�� � g�� L�� �

g�� L�� � g�� L��

g
�
GM � F N

g

W �
� � g�� L�� � g�� L�� �

�g�� L�� � g�� L��

g
�

E M � F L

g

W �
� � g�� L�� � g�� L�� �

�g�� L�� � g�� L��

g
�

E N � F M

g

Weiterhin ist

det �W�
� � � W �

� W
�
� �W �

� W
�
�

� �g�� L�� � g�� L����g
�� L�� � g�� L���� �g�� L�� � g�� L����g

�� L�� � g�� L��� ������

�
�g�� g�� � g��

�� L�� L�� � �g�� g�� � g��
��L��

�

g�
�

l

g
� K

und

tr �W�
� � � W �

� �W �
� � g�� L�� � g�� L�� � g�� L�� � g�� L��

�
g�� L�� � g�� L�� � g�� L�� � g�� L��

g
�

g�� L�� � g�� L�� � 	 g�� L��

g
������

�
GL� E N � 	 F M

g
� 	H

Handelt es sich um isotherme Fl�achenkoordinaten� d� h� g�� � 
 und g�� � g�� �
p
g� so ist

die Weingarten Abbildung symmetrisch� Sind die Koordinatenlinien Kr�ummungslinien und
daher g�� � L�� � 
� so ist die Weingarten Abbildung diagonal und die Elemente W �

� und
W �

� entsprechen den Hauptkr�ummungen�

��



��� Weingarten Abbildung

����� Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Eigenwerte der Weingarten Abbildung folgen aus der charakteristischen Gleichung

det �W�
� � �	�
 


�
� � � det

�
W �

� � �	�
 W �
�

W �
� W �

� � �	�


�
� 
 ������

�W �
� � �	�
��W

�
� � �	�
��W �

� W
�
� � 


��	�
 � �	�
 �W
�
� �W �

� � � �W �
� W

�
� �W �

� W
�
� � � 


���� �
W �

� �W �
�

	
�
s

�W �
� �W �

� �
�

�
� �W �

� W
�
� �W �

� W
�
� �

�
tr �W�

� �

	
�
s

�tr �W �
� ��

�

�
� det �W


� � � H �
p
H� �K

und entsprechen den Hauptkr�ummungen �vgl� �������� Die Eigenwerte sind eindeutig� nicht
jedoch die zugeh�origen Eigenvektoren � �vgl� Campbell ���
�� Weiterhin sind die Eigenwerte
reell� da die Diskriminante

H� �K � �
�

	
�kn� � kn���

� � kn� kn� �
�

�
k�n� �

�

	
kn� kn� �

�

�
k�n� � kn� kn� ������

�
�

�
k�n� �

�

	
kn� kn� �

�

�
k�n� � �

�

	
�kn� � kn���

� � 


Ist H � 
 so ist K � 
 �vgl� Abb� ����� Ist H� � K liegt ein Nabelpunkt vor� F�ur
H� �� K ist kn� �� kn� und die zugeh�origen linearunabh�angigen Eigenvektoren t�	�
 folgen aus
der Gleichung

W�
� t

�

	�
 � �	�
 t
�
	�
 � kn	�
 t

�
	�
 ������

Sie sind in der u��Ebene nicht orthogonal� da die Weingarten Abbildung i� a� nicht symme�
trisch ist� Sie lauten im einzelnen �nicht normiert�

t�	�
 � GM � F N � g�� L�� � g�� L�� � g �g�� L�� � g�� L��� � g W �
�

t�	�
 �
�

	
�E N � GL� � g

p
H� �K �

�

	
�g�� L�� � g�� L��� � g

p
H� �K

�
�

	
g �g�� L�� � g�� L��� � g

p
H� �K � �

�

	
�W �

� �W �
� � �

p
H� �K� g

�Die Eigenwerte folgen aus der Gleichung

� � T��
WT

Wird f
ur T eine andere Matrix T� � mT gew
ahlt� so ist

� � T�
��

WT
� � �mT���

W �mT� � T��
WT

Die Eigenvektoren sind daher nicht eindeutig aus der charakteristischen Gleichung bestimmbar� Die Eigenwerte
sind jedoch eindeutig�

��



��� Weingarten Abbildung

t�	�
 � t�	�


t�	�
 � F L�E M � g�� L�� � g�� L�� � g ��g�� L�� � g�� L��� � �g W �
�

Diese Eigenvektoren sind nicht eindeutig� Eindeutigkeit wird durch Normierung erzielt� deren
Ergebnis die Eigeneinheitsvektoren sind �vgl� Campbell ���
�� Mittels der Eigenvektoren
der Weingarten Abbildung lassen sich die Vektoren der Hauptkr�ummungsrichtungen im IR�

angeben� Sie lauten �nicht normiert�

ki�	�
 � t�	�
 xi�� ������

Sie liegen in der Tangentialebene der Fl�ache� da sie eine Linearkombination der Tangentenvek�
toren an die Koordinatenlinien sind� und sind orthogonal zueinander� Umgekehrt lassen sich
aus diesen �D�Vektoren die 	D�Vektoren t�	�
 der Hauptkr�ummungsrichtungen bestimmen�

Ausgehend von ������ erh�alt man durch �Uberschiebung mit xi�� und g��

ki�	�
 � t�	�
 xi��

ki�	�
 xi�� � t�	�
 xi�� xi�� � t�	�
 g��

ki�	�
 xi�� g
�� � t�	�
 g�� g

�� � t�	�
 

�
� � t�	�


Zusammenfassend gilt�

t�	�
 � ki�	�
 xi�� g
�� ������

Zur �Uberpr�ufung kann ������ in ������ eingesetzt werden�

t�	�
 � t�	�
 xi�� xi�� g
�� � t�	�
 g�� g

�� � t�	�
 

�
� � t�	�


����
 Hauptkr�ummungsrichtungen

Die Richtung der Hauptkr�ummungen in der u��Ebene bezogen auf eine vorgegebene Richtung
�� ergibt sich aus dem Vektorprodukt der Eigenvektoren t�	�
 mit dem vorgegebenen Vektor

cos�	�
 �
g�� t

�
	�
 �

�

k t�	�
 k k �
 k
����
�

Wird die u��Linie als Bezugslinie gew�ahlt� soda� �� den Tangentenvektor an die u��Linie
bezeichnet mit

k �� k �
q
g�� �� �� � �

so gilt

�
�
� �

�p
g��



�
�

��



��� Weingarten Abbildung

und somit

cos�	�
 �
g�� t

�
	�
 


�
�q

t�	�
 t



	�
 g�

p
g��

������

Zur Bestimmung des Winkels �	�
 k�onnen auch die �D�Vektoren ki�	�
 herangezogen werden�
Die Formeln lauten analog

cos�	�
 �
ki�	�
 xi��

k km�	�
 k k xn�� k
����	�

Die Bezugsrichtung wird durch die Wahl des Tangentenvektors xi�� an die Koordinatenlinie
u� mit � � � oder � � 	 festgelegt� Aus ����	� kann unmittelbar ������ mit der u��Linie als
Bezugslinie abgeleitet werden� indem ki�	�
 aus ������ eingesetzt wird�

cos�	�
 �
ki�	�
 xi�� 


�
�

k km�	�
 k k xn�� 
�� k
�

t�	�
 xi�� xi�� 

�
�

k t�	�
 xi�� kk xi�� 
�� k
�

g�� t
�
	�
 


�
�q

t�	�
 t



	�
 g�

p
g��

������

����� Quadrierte Weingarten Abbildung

Neben der Hesse�Matrix selbst wird in der digitalen Bildverarbeitung auch die quadrierte
Hesse�Matrix genutzt� Aus diesem Grund soll hier die quadrierte Weingarten Abbildung als
Verallgemeinerung der quadrierten Hesse�Matrix eingef�uhrt werden�

Die quadrierte Weingarten Abbildung folgt aus

W �
Q � � W�

� W
�
� ������

Die einzelnen Elemente lauten

W �
Q � � W �

� W
�
� �W �

� W
�
�

W �
Q � � W �

� W
�
� �W �

� W
�
� � W �

� �W �
� �W �

� �

W �
Q � � W �

� W
�
� �W �

� W
�
� � W �

� �W �
� �W �

� �

W �
Q � � W �

� W
�
� �W �

� W
�
�

Die quadrierte Weingarten Abbildung ist somit wie die Weingarten Abbildung selbst nicht
symmetrisch� Die Spur der quadrierten Weingarten Abbildung ist

tr �W �
Q � � � W �

Q � �W �
Q � � W �

� W
�
� �W �

� W
�
� � 	W �

� W
�
� ������

und die Determinante

det �W �
Q � � � W �

Q � W �
Q � �W �

Q � W �
Q � � �W �

� W
�
� �W �

� W
�
� �

� � �det �W

� ��

� ������

��



��� Weingarten Abbildung

Die Eigenwerte k�onnen aus der zugeh�origen charakteristischen Gleichung oder �uber den nach�
folgend beschriebenen Weg bestimmt werden� Es sei W � �W�

� � und T die Matrix der
Eigenvektoren t�	�
 von W� dann ist

WT � T � ������

mit der Diagonalmatrix � der Eigenwerte� Sind die Eigenwerte �	�
 der Weingarten Ab�
bildung verschieden voneinander� d� h� Nabelpunkte sind ausgeschlossen� dann sind die Ei�
genvektoren linear unabh�angig� Somit ist T regul�ar und es existiert die Inverse T��� so
da�

W � T �T�� ������

gilt� Die quadratische Weingarten AbbildungW �
Q � kann daher wie folgt geschrieben werden�

�W �
Q � � �WW � T �T�� T �T�� � T �Q T

�� ������

Dies bedeutet� da� die Weingarten Abbildung und die quadrierte Weingarten Abbildung
dieselben Eigenvektoren besitzen und die Eigenwerte �Q den Quadraten der Eigenwerte �
und somit den Quadraten der Hauptkr�ummungen entsprechen� Da

trW � �� � �� � detW � �� �� und det�WW� � detW detW

gilt� ist dies in �Ubereinstimmung mit ������� Die Eigenwerte �Q sind wie die Eigenwerte �
reell �vgl� ��������

Anmerkung ��� Neben der Eigenwertzerlegung von Matrizen ist eine Singul�arwertzerlegung
de�niert� F�ur eine Singul�arwertzerlegung einer quadratischen Matrix gilt allgemein	

A � U SVT ����
�

mit

UUT � I und VVT � I

d� h� U und V sind zwei orthogonale Matrizen� Sie enthalten die �orthogonalen� Eigenvek�
toren der symmetrischen Matrizen

AAT � U SVT VSUT � USQ U
T ������

und

AT A � V SUT USVT � VSQ V
T ����	�

Ist A symmetrisch� so da� AAT � AT A gilt� folgt U � V und somit

A � U SUT ������

mit S � �� F�ur kn� �� kn� ist T regul�ar� aber i� a� nicht orthogonal� T ist orthogonal� falls
die Weingarten Abbildung symmetrisch ist� �

��



��� Krummungsma�e von Graphen�achen

��� Kr�ummungsma
e von Graphen��achen

Zur Beschreibung von dreidimensionalen Fl�achen werden oftmals 	��D�Repr�asentationsfor�
men gew�ahlt� Ein Beispiel hierf�ur ist das Digital H�ohenmodell� das durch

xi� � xi��u
�� �

�
B	 u�

u�

x���u��



CA ������

gegeben ist� Durch diese Repr�asentation vereinfachen sich die oben angegebenen Formeln der
di�erentialgeometrischen Gr�o�en� Die �� Ableitungen nach den Fl�achenkoordinaten u� sind
in diesem Fall durch

xi�� �

�
B	 �



x���



CA und xi�� �

�
B	 


�
x���



CA ������

gegeben� wodurch f�ur die Komponenten und die Determinante des ersten Fundamentaltensors

g�� � � � x���� g�� � x��� x��� g�� � � � x���� g � � � x���� � x���� ������

folgt� Der Fl�achennormalenvektor ist durch

ni� �
�p
g

�
B	 �x���
�x���
�



CA ������

gegeben� Die 	� Ableitungen lauten

xi��� �

�
B	 




x����



CA xi��� �

�
B	 




x����



CA xi��� �

�
B	 




x����



CA ������

Die Komponenten des zweiten Fundamentaltensors sind daher durch

L�� �
x����p
g

L�� �
x����p

g
L�� �

x����p
g

������

gegeben� Seine Determinante lautet

l �
�

g

�
x���� x���� � x�����

�
����
�

Basierend auf diesen Gr�o�en ergeben sich die Gau�
sche und mittlere Kr�ummung zu

K �
�

g�

�
x���� x���� � x�����

�
������

und

H �
�

	

�� � x����� x���� � �� � x����� x���� � 	 x��� x��� x����

�� � x���� � x�����
�
�

����	�

Die Hauptkr�ummungen folgen dann aus �������

	




��� Krummungsma�e von Graphen�achen

Anmerkung ��� �Relation zwischen Hesse	Matrix und Weingarten Abbildung�
Vernachl�assigt man die lokale Metrik � � d� h� man setzt

g�� �� 
�� ������

und nutzt zur Bestimmung des zweiten Fundamentaltensors statt der Fl�achennormalen die
x���Richtung 
 � also

L�� �� zi� xi��� � x���� ������

mit

zi� �
�

 
 �

�T
������

folgt f�ur die Weingarten Abbildung �� aus �
����

W�
� � x���� ������

Die mit diesen Vernachl�assigungen erhaltene Weingarten Abbildung entspricht somit der
Hesse�Matrix der Funktion x���u��

H�� � ��Tx�� �

�
x���� x����
x���� x����

�
� x���� ������

mit

�T �
�

�
�u�

�
�u�

�
������

In der digitalen Signalverarbeitung wird diese Matrix h�au�g zur approximativen Beschreibung
der lokalen Kr�ummungsverh�altnisse des Signals verwendet� Im Gegensatz zur Weingarten
Abbildung nach �
���� handelt es sich bei der Hesse�Matrix um eine symmetrische 	 � 	�
Matrix� so da� die Hauptkr�ummungen und die Hauptkr�ummungsrichtungen aus einer wie bei
J�ahne 
��� S�
�� angegebenen Hauptachsentransformation bestimmt werden k�onnen� Analog
zu �
���� gilt

HT � T� ������

�Diese Vernachl
assigung entspricht der Annahme von Koordinaten mit g�� � g�� � const� und g�� � �� so
da� nur ein gemeinsamer Ma�stab zu ber
ucksichtigen ist� d� h�

g�� �
p
g ���

und der Festlegung� da� g � ��
	Diese Vereinfachung f
uhrt bis auf einen Ma�stabsfaktor �p

g
zu identischen Ergebnissen� was aus einem

Vergleich mit

L�� � ni� xi��� �
�p
g
x����

folgt� da die ersten beiden Komponenten der ��Ableitungen Null sind�
�
Berechnet man die Weingarten Abbildung nur mit der Annahme g�� � g�� �

p
g� so gilt

W
�
� �

�

g
�
��

x���� �
�

g
x����

	�



��� Krummungsma�e von Graphen�achen

und

� � T��HT ����
�

mit

T �

�
cos� � sin�
sin� cos�

�
und tan 	� �

	H��

H�� �H��
������

wobei die Eigenwerte den Hauptkr�ummungen und der Winkel � der Hauptkr�ummungsrichtung
entsprechen� �

Anmerkung ���� �Quadratische Variation�

Zur Rekonstruktion von Fl�achen werden h�au�g Funktionen zur Regularisierung �� ben�otigt�
die in der Regel auf einer Modellannahme bzw� Vorinformation �uber die Fl�ache basieren ���
Stevenson und Delp 
��� geben die Funktion

S �
Z
F
�	H� �K� dF ����	�

als eine m�ogliche invariante Funktion �� an� Geht man davon aus� da� die ersten Ableitungen
von x�� klein sind� also ��

x��� 	 
 ������

so folgt� da� die Determinante des Metriktensors g 	 � und ferner sich die �
��
� und �
����
vereinfachen zu	

K 	 x���� x���� � x����� ������

H 	 x���� � x����

	
������

Setzt man diese Gr�o�en in �
���� ein� so erh�alt man als Ergebnis das Integral �uber die
quadratische Variation	

S �
�

	

Z
F
�x������ 	 x����� � x������ dF ������

Der Ausdruck unter dem Integral ist die Spur der quadrierten Hesse�Matrix und somit die
Quadratsumme der Hauptkr�ummungen� �

��Die Terme der zu minimierenden Funktion� die auf die zur Regularisierung eingef
uhrten Funktionen �sta�
bilizers� basieren� werden auch als Stabilisierungsterme bezeichnet� Vgl� Delingette ����a zur Regularisierung
von ebenen Kurven und Terzopoulos ���� zur Regularisierung von ��
D�Fl
achen�

��vgl� z� B� Rei� ���
� Die Vorinformation wird 
uber sog� �ktive Beobachtungen mit Erwartungswert gleich
Null in das Gau��Marko��Modell eingef
uhrt� Bei diesen Beobachtungen kann es sich z�B� um Kr
ummungen
bzw� ��Ableitungen einer Funktion oder auch um eine andere Funktion z�B� die quadratische Variation
handeln�

��Diese Funktion ist invariant� da zum einen K unabh
angig von der Parametrisierung und der Einbettung der
Fl
ache im Raum ist� F
ur das Vorzeichen von H gilt dies nicht� jedoch tritt nicht H� sondern das Quadrat der
mittleren Kr
ummung auf� soda� hierf
ur wiederum Unabh
angigkeit von der Parametrisierung und Einbettung
im Raum gilt� vgl� auch dritte Fundamentalform in �������

��Dies entspricht der Vernachl
assigung der Metrik gem
a� �������

		



��� Alternative Krummungsma�e

Anmerkung ���� Zur Bestimmung der Kr�ummung einer Isolinie I wird der Normalenvek�
tor ni� in eine Ebene mit x��I � const� abgebildet und normiert

n��I �
ni� ei��p
n�� n��

�
�xi��p
n�� n��

�
��x��
k �x�� k ������

mit ei�� als Einheitsvektoren in Richtung der Achsen � � �� 	 des kartesischen Koordinaten�
sytems� Der Tangentenvektor an I folgt aus

t��I n��I � 
 ������

zu

t��I �
�

k �x�� k

�
x���
�x���

�
������

Der Betrag der Kr�ummung von I kann dann mittels

jkI j � jH�� t��I t��I j ����

�

bestimmt werden� Das Vorzeichen der Kr�ummung ist abh�angig von der De�nition der Kur�
vennormalen n��I und des Tangentenvektors t��I

�� �

��� Alternative Kr�ummungsma
e

Neben der Gau�
schen und mittleren Kr�ummung gibt es alternative Kr�ummungsma�e� die
ebenfalls Funktionen der Hauptkr�ummungen sind� Der wesentliche Unterschied zwischen die�
sen Kr�ummungsma�en besteht in der unterschiedlichen Darstellung der Kr�ummungsverh�alt�
nisse� d� h� die unterschiedlichen Kr�ummungsma�e f�uhren z� B� zu einer Rotation des zur Dar�
stellung der Kr�ummungsverh�altnisse de�nierten ebenen Koordinatensystems �vgl� Besl ���
�
S������ Zwei dieser Alternativen werden im folgenden aufgezeigt� sowie weitere Kr�ummungs�
ma�e angegeben�

Alternative A Ein Kr�ummungsma� ist die mittlere Kr�ummung

H �
kn� � kn�

	
����
��

Als zweites Kr�ummungsma� dient die H�alfte der Di�erenz der beiden Hauptkr�ummungen

�H �
kn� � kn�

	
����
	�

��Beide Vektoren k
onnen jeweils f
ur sich mit umgekehrtem Vorzeichen de�niert werden� Dies ist abh
angig
von der Parametrisierung der Fl
ache und der daraus resultierenden Fl
achennormalen� sowie von der ��ktiven�
Parametrisierung der Kurve I� d� h� die Festlegung entscheidet ob die Normale einer geschlossenen Fl
ache
oder Kontour nach innen oder au�en zeigt �vgl� Heitz ����� S������

	�



��� Alternative Krummungsma�e

Alternative B Die Kr�ummungsma�e werden als Polarkoordinaten de�niert�

R� �
k�n� � k�n�

	
� H� ��H� ����
��

� � arctan�
kn�

kn�
�� �

�
� arctan�

�H

H
� ����
��

F�ur � � 
 liegt ein Nabelpunkt mit kn � const� �� 
 und f�ur � � �
� liegt ein Minimalpunkt

�kn� � �kn�� vor� F�ur einen Nabelpunkt PN mit kn � const� � 
� d� h� die Fl�ache ist lokal
eine Ebene� ist � unbestimmt�

Alternative C Ein weiteres Kr�ummungsma� ist die absolute Kr�ummung

kabs � jkn�j� jkn�j ����
��

�vgl� Farin ����� S�	����

Alternative D Auf der Grundlage der Normalkr�ummungen kann weiterhin die durch�
schnittliche Kr�ummung k� de�niert werden� Sie ist im diskreten Fall durch

k� �
�

jN j
X
Pl�N

kn�k� l� ����
��

mit N � Nachbarschaft und jN j � Anzahl der Punkte der Nachbarschaft gegeben �vgl�
Abschnitt 	�	��

Alternative E Ein weiteres� mit Alternative D eng verkn�upftes Kr�ummungsma� l�a�t sich
aus einer �D�Hough�Transformation angeben �vgl� z�B� Krishnapuram und Casasent ������
Ist eine Tangentialebene T an die Fl�ache F durch ihre Normale ni�T gegeben� so gilt�

d � ni�T xi�l � const� 
Pl � T ����
��

Hierbei bezeichnet d den orthogonalen Abstand des Koordinatensystemursprungs von der
Tangentialebene� F�ur eine Nachbarschaft N k�onnen die Gr�o�en

d �
�

jN j
X
Pl�N

ni�T xi�l ����
��

und

��d �
�

jN j � �

X
Pl�N

�ni�T xi�l � d�� ����
��

bestimmt werden� ��d ist ein Ma�� das die Abweichung der Punkte von der Tangentialebene
kennzeichnet� F�ur ��d � 
 liegen alle Punkte der Nachbarschaft innerhalb der Tangential�
ebene�

	�



��� Alternative Krummungsma�e

Alternative F Im Abschnitt ��� wurde die quadratische Variation als eine m�ogliche Regu�
larisierungsfunktion zur Rekonstruktion einer Graphen��ache vorgestellt� Die in ����	� ange�
gebene allgemeine Regularisierungsfunktion l�a�t sich ebenfalls f�ur �D�Fl�achen aufstellen� H
und K k�onnen hierf�ur durch die Komponenten der Weingarten Abbildung gem�a� ������ und
������ dargestellt werden� so da�

S �
�

	

Z
F
�W �

� W
�
� � 	W �

� W
�
� �W �

� W
�
� � dF �����
�

folgt� Der Ausdruck unter dem Integral ist wegen ������ positiv oder Null und entspricht der
Spur der quadrierten Weingarten Abbildung�

F�uhrt man die bereits die in Abschnitt ��� f�ur Graphen��achen angegebenen Vereinfachungen
ein� folgt hieraus direkt die in ������ dargestellte quadratische Variation� Diese kann wie
�����
� zur Klassi�kation von ebenen Fl�achenbereichen genutzt werden�

Diskussion Die aufgef�uhrten alternativen Kr�ummungsma�e geben wie die Gau�
sche und
mittlere Kr�ummung keine Information �uber die Kr�ummungsrichtung� Sie k�onnen im wesentli�
chen nur zu einer Klassi�kation von Fl�achen�bereichen� herangezogen werden �vgl� Abschnitt
����� Hierbei sind die Alternativen A und B der Gau�
schen und mittleren Kr�ummung gleich�
wertig� Alternativen C� D und E bieten nur eine bin�are Klassi�kationsm�oglichkeit� da es sich
nur um ein Kr�ummungsma� handelt� welches gr�o�er oder gleich Null ist�

k � 
 � Ebene
k 	 
 � beliebige andere Fl�ache

so da� die Ma�e aus C und D gegen�uber den anderen dargestellten Ma�en einen Informati�
onsverlust beinhalten� Dies gilt ebenso f�ur die quadratische Variation und ihre Verallgemei�
nerung�

	�



���
 Analogien zwischen Kurven im IR und Flachen im IR

���� Analogien zwischen Kurven im IR� und Fl�achen im IR�

Bei der Darstellung der di�erentialgeometrischen Grundlagen von Fl�achen wurde bereits auf
Analogien zwischen Gr�o�en zur Beschreibung von ebenen Kurven und Fl�achen im IR� hinge�
wiesen� In Abb� ��� sind zur Verdeutlichung die entsprechenden Gr�o�en gegen�ubergestellt
worden�

Bezeichnung C � x���u� F � xi��u��

��Ableitung x��u xi��

��Fundamentaltensor gC � x��u x��u g�� � xi�� xi��
g � det �g���

Normale aus n�� x��u � 
 ni� �

ijk� xj�� xk��

k
lmn� xm�� xn��k

n�� �
�

kx��u x��uk

�
�x��u
x��u

�

	�Ableitung x��uu xi���

	�Fundamentaltensor LC � n�� x��uu L�� � ni� xi���
l � det �L���

Kr�ummungsma� k � �
gC
LC W�

� � g�� L��

Abb� �	
� Analogien Kurve � IR� � Fl�ache � IR�

	�



� Bestimmung von Kr�ummungsma�en aus beliebig verteil�

ten diskreten Fl�achenpunkten

In vielen Anwendungsbereichen sind die zu behandelnden Fl�achen nicht in parametrisierter
Form� sondern durch die Koordinaten diskreter Fl�achenpunkte gegeben� Im folgenden sol�
len solche Fl�achen betrachtet und Wege zur Bestimmung von Kr�ummungsma�en aufgezeigt
werden�

Aufgabenstellung Gegeben seien die �D�Koordinaten xi�k von Punkten Pk � F � Gesucht
ist die Normalkr�ummung einer durch die Punkte Pk und Pl gegebenen Fl�achenkurve� sowie
die Hauptkr�ummungen im Punkt Pk�

L�osung Die Aufgabenstellung kann folgenderma�en gel�ost werden�

� Bestimmung der Fl�achennormalen ni�k

� Bestimmung der Normalkr�ummung f�ur die Fl�achenkurve durch Pk und Pl

� Bestimmung der minimalen und maximalen Normalkr�ummung f�ur die Fl�achenkurve
durch die Punkte Pk und Pm � N � wobei N die Nachbarschaft des Punktes Pk bezeich�
net

Gau�
sche und mittlere Kr�ummung k�onnen dann mittels ������ und ������ bestimmt werden�
Die Gau�
sche Kr�ummung kann ebenfalls basierend auf ������� d� h� ohne die Bestimmung
der Hauptkr�ummungen� berechnet werden� falls eine Triangulierung vorliegt� Diese Vorge�
hensweise wird im folgenden ebenfalls beschrieben�

	�� Fl�achennormalenvektoren

F�ur die Bestimmung der Fl�achennormalenvektoren ni�k in den Fl�achenpunkten Pk kann die
jeweilige Momentenmatrix

�Mij�k �

�
	 �

jN j
X

Pm�N

�xi�m � xi�k� �xj�m � xj�k� pm



A �	���

�

�
	 �

jN j
X

Pm�N

di�m dj�m pm



A

mit jN j gleich der Anzahl der Punkte der Nachbarschaft genutzt werden �Besl ���
� Fua und
Sander ���	�� Hierbei k�onnen unterschiedliche Gewichte� z� B� als Funktion des Betrages von
di�m ber�ucksichtigt werden� Es handelt sich bei der Momentenmatrix um eine � � � Matrix
mit i� a� vollem Rang� Besitzt sie f�ur Nachbarschaften mit jN j � � keinen vollen Rang�
bestehen lineare Abh�angigkeiten der Punktkoordinaten� z�B� liegen f�ur jN j � � die Punkte
in einer Ebene� In diesem Fall ist

det � �Mij�k� � �� �� �� � 


	�



	�� Flachennormalenvektoren

und somit ein Eigenwert gleich Null� Falls �� � �� � �� die Eigenwerte der Matrix �Mij�k

ungleich Null sind und �mi�m mit m � f�� 	� �g die zugeh�origen Eigenvektoren� dann gilt

�ni�k � �mi��

d� h� der Eigenvektor mit dem zugeh�origen kleinsten Eigenwert ist der Fl�achennormalenvek�
tor�

�ni�k � f �mi�m j �m � minf��� ��� ��gg �	�	�

Die so bestimmte Fl�achennormale ist orthogonal zu der ausgleichenden Ebene durch die
Punktwolke der Nachbarschaft N � Ist die Determinante von �Mij�k gleich Null� so kann die
Fl�achennormale durch

�ni� �
�ijk� dj�p dk�q

k �lmn� dm�p dn�q k �	���

bestimmt werden� wobei f�ur Pp und Pq zwei beliebige Punkte der Nachbarschaft N gew�ahlt
werden k�onnen� die nicht kollinear mit Pk sind� Auf diese Weise k�onnen mehrere L�osungen
bestimmt und anschlie�end gemittelt werden�

Falls eine Triangulierung vorliegt besteht eine weitere M�oglichkeit zur Bestimmung der Fl�achen�
normalen im Punkt Pk� Hierzu werden die Fl�achennormalen der Dreiecke mit Pk als einem
Eckpunkt berechnet und gemittelt�

����� Mittelung von Fl�achennormalenvektoren

Eine Mittelung von Fl�achennormalenvektoren ist erforderlich� wenn mehrere Fl�achennorma�
len nach �	��� bestimmt wurden oder eine Triangulierung vorliegt und die Fl�achennormale
im Punkt Pk aus den Fl�achenormalen der anliegenden Dreiecke bestimmt werden soll� Die
Mittelbildung erfolgt in zwei Teilschritten �vgl� F�orstner und Braun ���	�� Zuerst wird
die Summe der Fl�achennormalen �ggf� unter Ber�ucksichtung unterschiedlicher Gewichte�
berechnet�

n�i� �
aX

j��

�ni�j pj �	���

mit a der Anzahl der Dreiecke und pj dem Gewicht der j� Fl�achennormale� F�ur diesen
Vektor gilt i� a� k n�i� k �� �� so da� er noch normiert werden mu� und sich somit der gesuchte
Fl�achennormalenvektor ergibt�

ni� �
n�i�

k n�i� k
�	���

Wegen dieser Normierung kann �	��� anstatt eines gewogenen Mittels benutzt werden� Die
Gewichte in �	��� k�onnen z�B� in Abh�angigkeit der Gr�o�e der Dreiecke oder in Abh�angigkeit
von

cos�j �
dj�p dj�q

k dm�p k k dn�q k �	���

	�



	�	 Normalkrummung

z�B�

pj � �� j cos�j j �	���

oder einer Funktion beider Gr�o�en gew�ahlt werden� Anstatt nur die Dreiecke� die direkt im
Punkt Pk zusammensto�en� zu nutzen� k�onnen auch noch benachbarte Dreiecke miteinbezo�
gen werden �vgl� Chen und Medioni ������

	�	 Normalkr�ummung

Zur Bestimmung des Betrages der Normalkr�ummung einer Fl�achenkurve durch die Punkte
Pk und Pl seien die Normalenvektoren gegeben bzw� durch eines der oben beschriebenen
Verfahren bestimmt worden� Diese Normalenvektoren de�nieren eine Ebene �Normalschnitt�
und weiterhin zusammen mit den Punktkoordinaten eine Kugel� Der Schnitt von Kugel
und Normalschnittebene ist ein Kreis� dessen Radius dem Kehrwert des Betrages der Nor�
malkr�ummung entspricht� Es gilt

sin�
��

	
� �

k di�l k
	R

�	���

mit �� dem Zentriwinkel des Kreisbogens� und

k di�l k � k xi�l � xi�k k �	���

der zugeh�origen Sehne� Weiterhin ist

sin�
��

	
� �

k �ni�l � �ni�k k
	

�	��
�

so da�

j�kn�k� l�j � k �ni�l � �ni�k k
k xj�l � xj�k k �	����

folgt �vgl� Besl ���
� S������ Das Vorzeichen der Normalkr�ummung kann auf der Grundlage
der Vorzeichen von

cos ��l �
�ni�l di�l
k di�l k und cos ��k �

�ni�k di�l
k di�l k �	��	�

bestimmt werden� Unter der Annahme� da� sich die Normalkr�ummung kontinuierlich entlang
der Fl�achenkurve und nicht zu stark �andert� d� h� eine ausreichend hohe Punktdichte zur
Repr�asentation der Fl�ache vorliegt� k�onnen folgende F�alle auftreten�

cos�k � 
 cos�k � 
 cos�k 	 


cos�l � 
 y � �

cos�l � 
 � 
 �

cos�l 	 
 � � y

	�



	�� Hauptkrummungen und Hauptkrummungsrichtungen

Abb� �	�� Bestimmung der Normalkr�ummung

mit � � positives Vorzeichen� konvex
� � negatives Vorzeichen� konkav

 � Null
y � kann unter den getro�enen Annahmen nicht auftreten

Dies entspricht der De�nition einer Vorzeichenfunktion wie in Ho�man und Jain ���� oder
der bei Flynn und Jain ���� angegebenen Fallunterscheidung

�kn�k� l� �

�
�j�kn�k� l�j falls k xj�l � xj�k k � k �ni�l � xj�l�� �nj�k � xj�k� k
�j�kn�k� l�j sonst

�	����

	�
 Hauptkr�ummungen und Hauptkr�ummungsrichtungen

Zur Bestimmung der Hauptkr�ummungen werden die Normalkr�ummungen f�ur alle Pl � N
gem�a� �	���� berechnet und f�ur die Nachbarschaft das Maximum und das Minimum bestimmt
�vgl� Arman und Aggarwal ������

Es seien Pl� und Pl� die Punkte der Nachbarschaft N � bei denen die Normalkr�ummung
maximal bzw� minimal wird� Die zugeh�origen Hauptkr�ummungsrichtungen ergeben sich aus
den Koordinaten xi� der beiden Punkte Pl� und des Punktes Pk �nicht normiert��

ki�	�
 � xi�l� � xi�k �	����

�vgl� Besl ���
��

�




	�� Gau� sche Krummung

Abb� �	�� Exze� und Gau�
sche Kr�ummung

Anmerkung ��� Bei dieser Vorgehensweise ist jedoch zu beachten� da� i� a�

ki�� ki�� �� 
 �	����

gilt� so da� die beiden so bestimmten Hauptkr�ummungsrichtungen nicht orthogonal zueinander
sind� Die Abweichungen von der Orthogonalit�at der so bestimmten Hauptkr�ummungsvektoren
wird i� a� bei einer hohen Punktdichte mit gleichm�a�iger r�aumlicher Verteilung geringer sein
als bei geringer Punktdichte mit ungleichm�a�iger Verteilung� Aus diesem Grund emp�ehlt es
sich hier eine Fl�achenapproximation� wie in Abschnitt � beschrieben� durchzuf�uhren und die
gesuchten Gr�o�en basierend auf dieser Fl�achenapproximation zu bestimmen� �

	�� Gau
�sche Kr�ummung

Neben den Hauptkr�ummungen wird h�au�g die Gau�
sche Kr�ummung zur Beschreibung der
lokalen Kr�ummungsverh�altnisse genutzt� In Besl und Jain ���� und Stokely und Wu ���	
ist ein Verfahren zur Bestimmung der Gau�
schen Kr�ummung angeben� das auf der Grund�
lage von ������ beruht� d� h� zu ihrer Bestimmung werden der Exze� und die Fl�ache eines
geod�atischen Dreicks genutzt�

Eine Fl�ache F sei durch ebene Dreiecke repr�asentiert� Ist Pk kein Randpunkt der Fl�ache� so
gilt

K �
���

F
�	����

mit

�� � 	� �
X
i

�i und F �
X
i

Fi

wobei �i den Winkel in Pk und Fi die Fl�ache der Dreiecke angibt� die Pk als Eckpunkt besitzen
�vgl� Abb� 	�	�� Die Fl�ache der einzelnen Dreicke kann �uber die Heron�sche Fl�achenformel

��



	�� Mittlere Krummung

berechnet werden� F�ur die Herleitung von �	���� kann man von einer C��stetigen Fl�ache
F� ausgehen� die den Punkt Pk und die Nachbarpunkte enth�alt� Da K � const� f�ur ������
angenommen wurde� handelt es sich bei der Fl�ache F� um eine Kugel� F�ur die geod�atischen
Dreiecke dieser Kugel F�� die den ebenen Dreiecken zugeh�orig sind� gilt ����
�� Sind die
Dreiecke gleichseitig� so vereinfacht sich diese Formel zu


 � � �� � �	����

F�ur die ebenen Dreiecke gilt


 � � � � � �	����

Subtrahiert man �	���� von �	����� so erh�alt man


 � � �� � �

und ferner nach der Summation �uber alle Dreiecke �Horizontschlu��


 � ��
X
i

�i �
X
i

�i� � ��	� �
X
i

�i� � � �� �	����

Setzt man dieses Ergebnis in ������ ein� so erh�alt man �	����� Sie ist somit nur streng
g�ultig� wenn die Triangulierung aus gleichseitigen Dreiecken besteht� Die Abweichung zur
tats�achlichen Gau�
schen Kr�ummung wird umso gr�o�er sein� je st�arker die Dreiecke von
dieser Forderung abweichen�

	�� Mittlere Kr�ummung

Die mittlere Kr�ummung ergibt sich als Mittelwert der Hauptkr�ummungen� Sie kann jedoch
auch aus den gem�a� Abschnitt 	�	 bestimmten Normalkr�ummungen ermittelt werden�

H �
�

jN j
X
N

pl kn�k� l� �	�	
�

Die Gewichte pl sind hierbei als Funktion der Verteilung der Punkte Pl um den Punkt Pk
zu bestimmen� Ein weiteres Verfahren zur Bestimmung der diskreten mittleren Kr�ummung
ist in Delingette ����b beschrieben� Die Grundidee besteht in der Sch�atzung einer Kugel
und ihres Radius aus den Punktkoordinaten des Punktes Pk und seiner Nachbarpunkte� Der
Betrag der mittleren Kr�ummung ergibt sich dann als Kehrwert des gesch�atzten Radius�

	�� Nachbarschaft

F�ur alle hier angegebenen Formeln wird eine Nachbarschaft N ben�otigt� In Besl ���
� S����
ist ein m�ogliches Kriterium zur Festlegung einer Nachbarschaft angegeben�

N �k� r� � fxi�m j k xi�m � xi�k k � rg �	�	��

Die Nachbarschaft N �k� r� ist nach dieser De�nition auf ein rein geometrisches Kriterium
gegr�undet ��� In 	D werden alle Punkte innerhalb eines Kreises und in �D alle Punkte

��Eine solche sph
arische Nachbarschaft wird z�B� von Fua und Sander ���� genutzt�

�	



	�� Nachbarschaft

Abb� �	
� Nachbarschaftsproblematik

innerhalb einer Kugel mit Radius r zu dieser Nachbarschaft gez�ahlt� Dies ist in einigen
F�allen nicht ausreichend� Es ist vielmehr notwendig� topologische Information zu nutzen�
falls diese� z�B� durch eine vorangegangene Triangulierung� zur Verf�ugung steht�

Eine weitere M�oglichkeit eine Nachbarschaft zu de�nieren besteht in der Festlegung der An�
zahl der Punkte der Nachbarschaft jN j� In diesem Fall werden die jN j n�achsten Punkte in
die Nachbarschaft eingef�uhrt� Dies f�uhrt jedoch auch auf die oben bereits angesprochene
Problematik

Beispiel ��� ��D� Durch eine Punktmenge sei ein Bereich gegeben� in dem sich ein schma�
les langestrecktes Loch be�ndet� Der Rand des Loches sei durch Punkte festgelegt� jedoch sei
keine topologische Information vorhanden� Basierend auf dem Nachbarschaftskriterium aus
����
� werden bei einem zu gro�en Radius auch Punkte von dem gegen�uberliegenden Rand des
Loches miteinbezogen� Wird der Radius zu klein gew�ahlt ist ggf� N �k� r� � �� Um dies zu ver�
meiden kann der Radius so bestimmt werden� da� eine Mindestanzahl von Punkten innerhalb
der Nachbarschaft garantiert wird� Hierbei bleibt jedoch die Problematik der Einbeziehung
von Punkten� die topologisch gesehen keine Nachbarn sind� bestehen� �

Beispiel ��� �
D� Eine beliebige Fl�ache im �D sei durch die Koordinaten xi�a der Fl�achen�
punkte Pa gegeben� Weiterhin seien Punkte gegeben� die nicht der Fl�ache angeh�oren� Neben
der bereits im vorangegangenen Beispiel aufgezeigten Probleme treten in diesem Fall bei der
Anwendung des Nachbarschaftskriteriums f�ur N �k� r� noch andere Probleme auf� Dies betri�t
allgemein folgende F�alle	

� Pb �� F � Pb � N �k� r�

� Pb � F � Pb � N �k� r�� Pb sei kein topologischer Nachbar von Pk

Im ersten Fall f�uhrt die alleinige Anwendung des Nachbarschaftskriteriums zur Einbeziehung
von Punkten� die nicht zur Fl�ache geh�oren� Um eine solche Einbeziehung auszuschlie�en ist
eine Kennzeichnung� ob die Punkte zur Fl�ache geh�oren oder nicht� ausreichend� �Erfassung

��



	�� Nachbarschaft

der Kennzeichnung bei Messung� Kennzeichung unterschiedlicher Fl�achen oder Fl�achenseg�
mente vs� automatische Zuordnung von Punkten zu Fl�achen oder Fl�achensegmenten�� Der
zweite Fall tritt auf� wenn


� Pb und Pk gegen�uberliegende Punkte des Randes eines langgestreckten Loches sind �vgl�
Beispiel �D� oder

�� Pb und Pk Punkte einer stark gefalteten Fl�ache sind und der Abstand der Falten kleiner
als r ist�

In diesem Fall ist topologische Information zur Vermeidung der Einbeziehung solcher Punkte
in die Nachbarschaft notwendig� �

��



� Bestimmung von Kr�ummungsma�en aus diskreten Fl�a�

chenpunkten eines Rasters u�

In vielen Anwendungen werden die Fl�achenkoordinaten u� der Fl�achenpunkte Pk rasterf�ormig
vorgegeben� z� B� bei der Rastermessung mittels analytischem Plotter f�ur die DHM�Generie�
rung oder bei der Messung von range images ��� Aus diesem Grund ist es sinnvoll spezielle
Formeln zur Berechnung von Kr�ummungsma�en f�ur diese Anwendungen anzugeben� Hierbei
ist von Vorteil� da� die Topologie implizit durch das Raster u� repr�asentiert wird und so�
mit Nachbarschaften eindeutig festgelegt sind� Die Festlegung auf die Rasterrepr�asentation
xi� � xi��u

�� � xi��r� c� f�uhrt zu Einschr�ankungen in der Art der Fl�ache� Die Fl�ache mu� sich�
zumindest lokal� topologisch auf ein Raster abbilden lassen� Solche Fl�achen sind z�B� gene�
ralisierte Zylinder bzw� Torsen� aber auch Ellipsoid� und Kugelausschnitte bei entsprechen�
der Wahl der Parametrisierung� F�ur die hier angesprochenen Fl�achen k�onnen grunds�atzlich
alle in Abschnitt 	 behandelten Verfahren genutzt werden� Durch die Rasterrepr�asentation
der Fl�ache bietet sich jedoch auch die M�oglichkeit� die notwendigen Ableitungen nach den
Fl�achenkoordinaten zu bestimmen und dann die in Abschnitt � angegebenen Formeln zur
Bestimmung der gesuchten Gr�o�en anzuwenden �vgl� hierzu auch Abschnitt ���


�� Fl�achennormalenvektoren

Die Bestimmung der Fl�achennormalen in einem Punkt Pk kann mittels �	��� erfolgen� wobei
als Nachbarschaft N �k� die �er� oder �er�Nachbarschaft gew�ahlt werden kann� Zur Ber�uck�
sichtigung der unterschiedlichen Distanzen im Raster sollte bei der �er�Nachbarschaft eine
Gewichtung durchgef�uhrt werden�

Eine weitere M�oglichkeit besteht in der Berechnung der Fl�achennormalen der Dreiecke� die
durch die gegenseitig benachbarten Punkte Pa und Pb in der Nachbarschaft N �k� und dem
Punkt Pk gebildet werden und der anschlie�enden Mittelung dieser Fl�achennormalen� Die
Vorinformation einer Triangulierung wird durch die Topologie des Rasters ersetzt�

Die dritte M�oglichkeit ergibt sich� wie oben bereits angesprochen� aus der Rasterrepr�asenta�
tion� Aufgrund dieser Repr�asentation k�onnen die Ableitungen nach den Fl�achenkoordinaten
gem�a� ����� mittels Ableitungsoperatoren bestimmt und hieraus gem�a� ����� die Fl�achennor�
male berechnet werden�

��In Besl und Jain ���� wird die Aussage gemacht� da� alle Entfernungsbilder ��
D�Fl
achen sind� Diese
Aussage dr
uckt eine Einschr
ankung der hierauf basierenden Verfahren zur Bearbeitung von allgemeinen �D�
Fl
achen aus� Diese Einschr
ankung besteht in der Tatsache� da� x�� �� u� als fehlerfrei angenommen werden
und nur x�� als Beobachtung betrachtet wird �vgl� Arman und Aggarwal ������ Bei einem mit Polarko�
ordinaten arbeitenden Sensor entsprechen die Fl
achenkoordinaten u� den Grund� und Aufwinkeln� x�� dem
Radius bzw� der Entfernung� Eine Repr
asentation als ��
D�Fl
ache hat somit den Vorteil� da� die Entfernung
zwischen einem beobachteten Punkt und dem Sensor explizit gegeben ist� Demgegen
uber hat eine vollst
andige
�D�Repr
asentation den Vorteil� da� alle xi� als fehlerhaft behandelt werden und in einem lokalen oder 
uber�
geordneten kartesischen Koordinatensystem gegeben sein k
onnen� Grund� und Aufwinkel sind weiterhin die
Fl
achenkoordinaten u�� Sie dienen hier im wesentlichen nur zur Repr
asentation der Topologie� Die Entfernung
zwischen Punkt und Sensor ist nicht mehr explizit gegeben� Die Aussage von Besl und Jain ���� ist daher
dahin zu erweitern� da� sich eine ganze Reihe von Fl
achen topologisch auf ein Raster abbilden lassen�

��



��	 Normalkrummung

Abb� 
	�� Beispiele zur topologischen Abbildung auf ein Raster


�	 Normalkr�ummung

Die Normalkr�ummung einer Fl�achenkurve durch einen Punkt Pl und den Punkt Pk kann
mittels �	���� und �	��	� bestimmt werden� Durch das Raster bzw� die Fl�achenkoordinaten
u� kann die Normalkr�ummung einer Fl�achenkurve durch diese Punkte in der Nachbarschaft
N �k� auch basierend auf

kn � ni�x
��
i� � L��u

��u�
�
� ni�xi���

�
du�

ds

��
du�

ds

�
� ni�xi���f

�� �����

wobei f�� Faktoren bezeichnet� die richtungsabh�angig und somit auch metrikabh�angig sind
��� Die Richtung ist durch den Punkt Pl gegeben� F�ur die �er�Nachbarschaft vereinfacht sich
����� zu

kn � ni�xi���f
�� ���	�


�
 Hauptkr�ummungen und Hauptkr�ummungsrichtungen

Basierend auf den Fl�achenkoordinaten �u��k und den gemessenen Koordinaten xi�k k�onnen
die Weingarten Abbildung� sowie deren Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt werden� die
den Hauptkr�ummungen und den Hauptkr�ummungsrichtungen entsprechen�

��Flynn und Jain ���� gehen bei ihrem Vergleich von Verfahren zur Bestimmung von Kr
ummungsma�en
einer ��
D�Fl
ache von einem orthogonalen Raster aus� so da� g�� � � ist� und setzen g�� � g�� � �� so da� sie
mit Standardableitungsoperatoren die jeweilige Richtungsableitung bestimmen k
onnen�

��



	 Bestimmung von Kr�ummungsma�en auf der Basis von

Fl�achenapproximationen

In Abschnitt 	 und Abschnitt � wurden Verfahren zur Bestimmung von Kr�ummungsma�en
direkt auf der Grundlage der diskreten Punktgeometrie diskutiert� Eine weitere M�oglichkeit
besteht in der Approximation der diskreten Fl�ache durch eine Funktion und Bestimmung
der Kr�ummungsma�e basierend auf dieser Funktion� Die Vor� und Nachteile dieser beiden
Vorgehensweisen werden im Abschnitt � diskutiert� Als Funktionen k�onnen z�B� beliebige
Polynome der Fl�achenkoordinaten gew�ahlt werden� deren Koe�zienten aus den vorliegenden
Daten zu bestimmen sind� Die Bestimmung der Kr�ummungsma�e kann dann mittels der
Koe�zienten auf analytischemWeg erfolgen� Der Grad der Polynome mu� so gew�ahlt werden�
da� auch die ben�otigten Ableitungen bestimmt werden k�onnen� Ferner ist anzumerken� da�
die Wahl des Grades auch das Ergebnis der Approximation beein�u�t� da hierdurch der Typ
der Fl�ache mitbestimmt wird� Die Verwendung von Splines ist eine andere M�oglichkeit f�ur
die Wahl der Funktionen� Grundlagen von Splines sind in Rei� ����� Farin ���� und Hoschek
und Lasser ���� beschrieben

Bei den Verfahren zur Fl�achenapproximation ist zwischen lokalen und globalen Verfahren zu
unterscheiden� Lokale Verfahren sind Verfahren� die f�ur jeden Punkt Pk eine Fl�achenappro�
ximation bestimmen �
� Hierbei ist keine Stetigkeit zu der Fl�achenapproximation in einem
Nachbarpunkt gew�ahrleistet� Diese Verfahren dienen aus diesem Grund in der Regel nur zur
Bestimmung von Fl�acheneigenschaften direkt im Punkt Pk �vgl� Haralick et al� ������ Glo�
bale Verfahren zur Fl�achenapproximation garantieren Stetigkeit �uber den gesamten Bereich
der Approximation und dienen h�au�g der Gl�attung und oder der Interpolation von Daten
��� wobei auch Unstetigkeiten ber�ucksichtigt werden k�onnen �vgl� Rei� ����� Stevenson und
Delp ���	��

Im folgenden sollen lokale Verfahren betrachtet werden� die die Bestimmung von Polynomen
und hieraus die direkte Bestimmung von Kr�ummungsma�en zum Ziel haben�

��� Lokale Approximation von 	��D�Fl�achen

In diesem Abschnitt werden lokale Approximationen von Graphen��achen x�� � x���x��� in
einem Punkt Pk behandelt� Das Grundprinzip besteht aus der Approximation der Fl�ache
durch ein Polynom

x���u
�� �

nX
A�B��

a��AB �u��A �u��B �����

wobei u� die lokalen Fl�achenkoordinaten mit u� � x��l � x��l � x��k� n den Grad des
Polynoms� a��AB die Koe�zienten des Polynoms und Pl die Punkte in der Nachbarschaft
N �k� r� bezeichnen� Je nach dem Grad des gew�unschten Poylynoms und somit der Anzahl
der Koe�zienten sind die Nachbarschaften zu w�ahlen� z� B� �

�	Eine bereichsweise Fl
achenapproximation kann durchgef
uhrt werden� wenn bereits eine �ggf� grobe� Seg�
mentierung vorliegt� Eine solche Approximation bildet eine 
Ubergangsstufe zwischen lokalen und globalen
Verfahren�

�
Hierzu k
onnen auch bereichsweise Fl
achenapproximationen dienen�

��



��� Lokale Approximation von 	��D�Flachen

n � � � Koe�zienten jN j � 	Punkte
n � 	 � Koe�zienten jN j � �Punkte
n � � �
 Koe�zienten jN j � �Punkte

Die letzte Spalte gibt die Anzahl der erforderlichen linear unabh�angigen Punkte an� wobei der
Punkt Pk nicht mitgez�ahlt wird� Be�nden sich mehr Punkte in der festgelegten Nachbarschaft
N �k� r� kann eine Ausgleichung zur Bestimmung der Koe�zienten durchgef�uhrt werden� Die
Beobachtungsgleichung lautet f�ur n � � �

x�� � e�� � a���� � a���� �u
�� � a���� �u

�� � a���� �u
��� � a���� �u

�� �u�� � a���� �u
��� ���	�

�a���� �u
��� � a���� �u

��� �u�� � a���� �u
�� �u��� � a�����u

���

und in Matrizensschreibweise f�ur alle Beobachtungen

x�� � e�� � X a�� �����

mit der Koe�zientenmatrix

X �

�
B	 � � �

� u� u� �u��� �u���u�� �u��� �u��� �u����u�� �u���u��� �u���

� � �



CA �����

und dem Parametervektor der gesuchten Koe�zienten

a � �a����� a����� a����� a����� a����� a����� a����� a����� a����� a�����
T �����

Besitzt die Koe�zientenmatrix vollen Spaltenrang� so ist

�a � �XT PX���XT P x�� �����

mit der Gewichtsmatrix P� Sind die Beobachtungen x�� unabh�angig voneinander� ist P eine
Diagonalmatrix� Die einzelnen Gewichte k�onnen in Abh�angigkeit der Entfernung vom Punkt
Pk gew�ahlt werden� Neben dem vollen Spaltenrang der Koe�zientenmatrix ist auf die Nu�
merik zu achten� Numerische Schwierigkeiten k�onnen bedingt durch stark unterschiedliche
Gr�o�enordnungen der Diagonalelemente der Normalgleichungsmatrix auftreten�

In den beiden folgenden Abschnitten werden� wie bereits f�ur die Bestimmung von Kr�um�
mungsma�en diskreter Fl�achen� zwei F�alle unterschieden� Im ersten Fall handelt es sich um
beliebig verteilte St�utzpunkte� im zweiten um St�utzpunkte eines Rasters� In beiden F�allen
wird angenommen� da� x�� fehlerfrei und fest sind�

����� ���D	Fl�achen beliebig verteilter diskreter Fl�achenpunkte

Die Beobachtungsgleichung ist durch ���	� gegeben� Die Koe�zientenmatrixX ist von Punkt
zu Punkt wegen der unterschiedlichen Geometrie und Anzahl der Nachbarpunkte verschie�
den� Durch die unterschiedliche Geometrie ist insbesondere hier eine �Uberpr�ufung auf einen
Rangdefekt der Normalgleichungsmatrix erforderlich� Die Gewichte bzw� die Diagonalele�
mente der Gewichtsmatrix k�onnen als Funktion des Abstandes d� � x��lx��l gew�ahlt werden�
Das resultierende Normalgleichungssystem ist somit f�ur jeden Punkt neu aufzustellen und zu
l�osen�

��



��	 Lokale Approximation von �D�Flachen

����� ���D	Fl�achen diskreter Fl�achenpunkte eines Rasters u�

Durch den Bezug auf ein Raster ist die Geometrie der Nachbarpunkte� sowie deren Anzahl�
z�B� �� � oder �� �� fest� Dies hat zur Folge� da� auch die Koe�zientenmatrix X und die
Gewichtsmatrix P fest sind� und somit auch das Normalgleichungssystem fest ist� Es gilt

�a � �XT PX���XT P x�� �Mx�� �����

Die MatrixM kann vorab bestimmt werden� Ihre Zeilen sind Faltungskernen zur Bestimmung
der Koe�zienten a��AB vergleichbar �vgl� Haralick und Watson ������

��	 Lokale Approximation von 
D�Fl�achen

Die lokale Approximation von �D�Fl�achen ist eine Verallgemeinerung des im Abschnitt ���
erl�auterten Verfahrens� Die grundlegende Gleichung zur Bestimmung der Approximation
lautet hier�

xi��u
�� �

nX
A�B��

ai�AB �u��A �u��B �����

�vgl� Hoschek und Lasser ������ In den folgenden Abschnitten werden nur kurz Unterschiede�
die sich aus der Verallgemeinerung ergeben� er�ortert�

����� 
D	Fl�achen beliebig verteilter diskreter Fl�achenpunkte

Ist die Fl�ache als diskrete Punktwolke gegeben� so sind zur Anwendung der ����� Fl�achenko�
ordinaten zu de�nieren� F�ur diese Fl�achenkoordinaten mu� xi� � xi��u

�� eindeutig sein� Im
Fall von Graphen��achen x�� � x���x��� ist dies sichergestellt� Ein hier m�oglicher L�osungweg
ist folgender�

� Festlegung der Nachbarschaft N �k� r�

� Bestimmung einer Ebene� auf die die Punkte der Nachbarschaft eindeutig abgebildet
werden k�onnen� z�B� eine Ebene senkrecht zu ni��k gem�a� �	���

� Projektion der Punkte Pl � N �k� r� auf diese Ebene

Die so erhalteten Ebenenkoordinaten k�onnen als Fl�achenkoordinaten u� dienen und �����
genutzt werden� Diese Vorgehensweise wird in Abschnitt ��	�� n�aher erl�autert�

����� 
D	Fl�achen diskreter Fl�achenpunkte eines Rasters u�

Das Approximationsverfahren ist eine direkte Verallgemeinerung der lokalen Approximation
von 	��D�Fl�achen diskreter Fl�achenpunkte eines Rasters� Die Koe�zientenmatrix ist fest�
Die Gewichte k�onnen hier als Funktionen der Distanz im Raster u� oder des euklidischen
Abstandes gew�ahlt werden� Im ersten Fall ist P fest� im zweiten ist die Gewichtsmatrix von
Punkt zu Punkt verschieden� und somit das Normalgleichungssystem f�ur jeden Punkt neu
aufzustellen und zu berechnen� �vgl� Stokely und Wu ���	�

��



��� Art und Grad der Polynome

����
 Lokale ���D	Repr�asentation

In Arman und Aggarwal ���� ist ein Verfahren zur Gl�attung von �D�Fl�achen zitiert� welches
lokal auf der Basis einer 	��D�Fl�ache arbeitet� Die Grundz�uge dieser lokalen 	��D�Repr�asen�
tation sollen hier kurz dargestellt werden�

Gegeben seien diskrete Punkte einer Fl�ache F im Rasterformat Pk � F mit xi�k�u
��� Aus�

gehend von diesen Daten werden die ersten Ableitungen xi�k�� und hierauf basierend die
Fl�achennormalenvektoren ni�k bestimmt ��� Diese Fl�achennormale de�niert eine Tangen�
tialebene T an die Fl�ache F � Werden innerhalb dieser Tangentialebene zwei orthogonale
Vektoren de�niert� so ist hierdurch ein lokales kartesisches Koordiantensystem Sl rotato�

risch festgelegt� Hierbei soll die Fl�achennormale ni�k parallel zur
l
x���Achse sein� Mit der

Festlegung� da�
l
xi�k � 
� ist dieses lokale System auch translatorisch festgelegt� so da� die

Transformationen

xi� � xi�k � eij�l
l
xj�k bzw�

l
xi� � eji�l�xj� � xi�k� �����

gelten� wobei eij�l die Rotationsmatrix von Sl nach S ist� Unter der Voraussetzung� da� es
sich nicht um eine stark gefaltete Fl�ache handelt ist somit die �D�Fl�ache lokal durch eine

	��D�Fl�ache
l
x���

l
x��� repr�asentiert�

��
 Art und Grad der Polynome

Bei den in den vorherigen Abschnitten zur Fl�achenapproximation genutzten Polynome han�
delte es sich um beliebige Polynome� Nutzt man orthogonale Polynome anstatt beliebiger
Polynome entstehen dadurch Vorteile� die im folgenden aufgezeigt werden sollen� Diese Vor�
teile betre�en auch die ggf� durchzuf�uhrende Bestimmung des Polynomgrads� Bei dieser
Bestimmung handelt es sich um eine Modellidenti�kation� d� h� die Art der zur Approxima�
tion verwendeten Fl�ache wird neben den Koe�zienten selbst mitbestimmt� Aspekte bez�uglich
des Polynomgrades werden anschlie�end diskutiert�

��
�� Orthogonale Polynome

Orthogonale Polynome sind Polynome deren Koe�zienten voneinander unabh�angig sind� Ein
Beispiel f�ur orthogonale Polynome ist eine Fourier�Reihe� Die Unabh�angigkeit der Koe�zien�
ten dr�uckt sich in der Form der Normalgleichungsmatrix aus� Im Falle orthogonaler Polynome
ist die Normalgleichungsmatrix eine Diagonalmatrix� Die Bestimmung der Koe�zienten be�
steht daher nicht aus einer aufwendigen Inversion der Normalgleichungsmatrix� sondern es
k�onnen� zumindest bei einer Rasterrepr�asentation� zur Bestimmung jedes einzelnen Koe��
zienten die erforderlichen Gleichungen explizit angegeben werden �vgl� Besl und Jain �����
S���� Stokely und Wu ���	�� Weiterhin ergeben sich Vorteile bei der Bestimmung des Poly�
nomgrades aufgrund der Orthogonalit�at� was im folgenden Abschnitt diskutiert wird�

��ggf� Mittelung in einer Nachbarschaft N

�




��� Art und Grad der Polynome

��
�� Polynomgrad

Zu Beginn des Abschnittes �uber Fl�achenapproximationen wurde bereits der notwendige Grad
der Polynome angesprochen� sowie auf die Tatsache hingewiesen� da� die Wahl des Grades
auch das Approximationsergebnis beein�u�t� da hierdurch der Fl�achentyp mitbestimmt wird�
Im folgenden sollen hierzu weitere allgemeine Hinweise gegeben werden�

Der Polynomgrad n und die Anzahl jN j der Punkte der Nachbarschaft stehen in direktem
Zusammenhang� Je gr�o�er n� desto

� gr�o�er ist die Anzahl jN j der Punkte� die zur Sch�atzung der Koe�zienten herangezogen
werden m�ussen�

� eher ist bei einer rauhen Fl�ache nach der Signi�kanz der bestimmten Koe�zienten im
Punkt Pk zu fragen�

� gr�o�er wird der Rechenaufwand pro Punkt�

Je gr�o�er jN j gegen�uber n ist� desto

� eher k�onnen Punkte miteinbezogen werden� die die Sch�atzung der Koe�zienten verf�al�
schen �rauhe Fl�ache�� jedoch nicht h�atten miteinbezogen werden d�urfen� da sie bereits
zu einer anderen lokalen Struktur geh�oren�

� besser wird bei einer glatten Fl�ache �entsprechend der Wahl des Polynomgrads� der
Ein�u� des Rauschens gemindert sein�

Aus diesen Gr�unden ist die jeweilige Nachbarschaft in Abh�angigkeit von der Rauhigkeit der
Fl�ache und der jeweiligen Anwendung zu w�ahlen� Hierbei wird man einen Kompromi� zwi�
schen der durch die Approximation gew�unschten Gl�attung und der lokalen Informationser�
haltung �nden m�ussen�

Bei der Bestimmung der Koe�zienten handelt es sich um eine Ausgleichung im Gau��Marko��
Modell� so da� die Koe�zienten f�ur einen vorgegebenen� ausreichend hohen Polynomgrad
bestimmt und auf ihre Signi�kanz getestet werden k�onnen� Eine Anpassung des Polynomg�
rads kann dann dadurch erfolgen� da� beginnend mit den Koe�zienten des h�ochsten Grades
ihre Signi�kanz getestet wird� Wird hierbei festgestellt� da� ein Koe�zient nicht signi�kant
ist� wird eine erneute Bestimmung der Koe�zienten ohne den als nicht signi�kant erkannten
Koe�zienten durchgef�uhrt� Dieser Ablauf wird wiederholt bis alle bestimmten Koe�zienten
einer solchen Iteration signi�kant sind�

Bei orthogonalen Polynomen k�onnen alle Koe�zienten auf Signi�kanz getestet und ggf� ge�
strichen werden� Bedingt durch ihre Unabh�angigkeit ist es nicht notwendig� nach dem Aus�
sondern der als nicht signi�kant erkannten Koe�zienten eine erneute Bestimmung der ver�
bleibenden Koe�zienten durchzuf�uhren �vgl� Koch ������

Eine weitere M�oglichkeit zur Bestimmung des Polynomgrads und somit der Art der Appro�
ximations��ache zeigen Besl und Jain ���� auf� Sie beginnen mit der einfachsten Hypothese�
d� h� die Fl�ache F sei lokal durch eine Ebene zu approximieren� Diese Hypothese wird auf

��



��� Bestimmung der Ableitungen

der Grundlage der beobachteten Daten und der gesch�atzten Koe�zienten der Fl�achenap�
proximation getestet� Wird sie angenommen� ist der Polynomgrad und die Fl�achenapproxi�
mation bestimmt� Wird sie nicht angenommen� wird der Polynomgrad um eins erh�oht und
die beschriebenen Arbeitsschritte wiederholt� Bei dieser Vorgehensweise ist ein maximaler
Polynomgrad als ein Abbruchkriterium vorzugeben�

Newman et al� ���� geben einen Algorithmus zur modellgest�utzten Klassi�kation von Fl�achen
	�Ordnung an� Nach einer Segmentierung erfolgt eine Approximation der Fl�ache durch vor�
gegebene Modell��achen 	�Ordnung� Hierbei werden Kugeln� Zylinder� Kegel und Ebenen be�
nutzt� F�ur jede Approximation wird ein Fehlerma� basierend auf der Summe der Abst�ande
der Punkte von der Fl�ache berechnet� Dieses Fehlerma� charakterisiert die G�ute der jeweili�
gen Approximation� F�ur die weiteren Bearbeitungsschritte wird die Approximation mit dem
kleinsten Fehlerma� verwendet�

Neben diesen aufgezeigten Vorgehensweisen besteht jedoch auch die M�oglichkeit einer direk�
ten Sch�atzung des Polynomgrades �vgl� Koch ���
� S�����

��� Bestimmung der Ableitungen

Sind die Koe�zienten ai�AB der ����� bekannt� so k�onnen die Ableitungen analytisch bestimmt
werden� Im folgenden sind die ersten und zweiten Ableitungen f�ur eine 	��D�Fl�ache basierend
auf ����� mit einer Approximation vom Polynomgrad n � � angegeben�
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Die Bestimmung der Ableitungen f�ur eine �D�Fl�ache erfolgt analog�
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 Numerische Aspekte

Die Bestimmung di�erentialgeometrischer Gr�o�en basiert auf den �� und 	� Ableitungen der
kartesischen Koordinaten xi� nach den Fl�achenkoordinaten u�� In den vorherigen Abschnitten
wurden Wege zur Bestimmung dieser Ableitungen aufgezeigt� Einige Vor� und Nachteile
dieser L�osungsans�atze sollen im folgenden diskutiert werden� Hierzu wird angenommen� da�
die Fl�ache in einer Rasterrepr�asentation gegeben ist ��� In diesem Fall bestehen wie oben
beschrieben zwei M�oglichkeiten �vgl� Arman und Aggarwal ������

� numerische Di�erentiation auf der Grundlage der beobachteten Daten xi� und der durch
die Rasterrepr�asentation gegebenen Fl�achenkoordinaten u�

oder

� Approximation der durch diskrete Punkte beschriebenen Fl�ache F durch eine analy�
tisch beschreibbare Fl�ache F� und analytische Bestimmung der Ableitungen auf der
Grundlage dieser Fl�achenapproximation�

Die numerische Di�erentiation bietet den Vorteil� da� sie die Daten direkt ber�ucksichtigt
und da� sie mittels einfacher Ableitungsoperatoren durchgef�uhrt werden kann �vgl� Arman
und Aggarwal ����� S���� Besl ���
� S������ Auf der anderen Seite ist bekannt� da� bei
verrauschten Daten durch numerische Di�erentiation der Ein�u� des Rauschens verst�arkt
wird�

Beispiel ��� Sei x 
 N��� ��n I��
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��F
ur durch Dreiecke repr
asentierte Fl
achen wird es� insbesondere bei einer ungleichm
a�igen Punktvertei�
lung� sinnvoll sein� eine Approximations	
ache F� zu bestimmen und die weiteren Berechnungen auf der Basis
der f
ur diese Fl
ache F� de�nierten Fl
achenkoordinaten durchzuf
uhren� Vgl� hierzu auch die Anmerkung zur
Bestimmung der Hauptkr
ummungen und Hauptkr
ummungsrichtungen in Abschnitt ��
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Beobachtung xi�

�

OP�xi�� � xi�

�

D�xi�� � xi��

�

�

Berechnung von ni�	 g��

�

�

OP�xi��� � xi��

�

OP�ni�� � ni�

�

D�xi��� � xi���

�

Berechnung von L��

�

Berechnung von W�
�

�

Berechnung der Hauptkr
ummungen	 Hauptkr
ummungsrichtungen

OP Approximation oder Gl
attung

D analytische oder numerische Di�erentiation

Abb� �	�� Prinzipielle L�osungsans�atze
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Weiterhin handelt es sich bei der Di�erentiation von durch Punkten gegebenen Fl�achen um
ein schlecht gestelltes Problem �vgl� Torre und Poggio ������ Aus diesen Gr�unden ist vor der
numerischen Di�erentiation eine Gl�attung bzw� eine Regularisierung der Daten notwendig�
Arman und Aggarwal ���� zeigen einige Verfahren zur Gl�attung auf� Hierbei handelt es
sich im wesentlichen um Verfahren� die aus der digitalen Bildverarbeitung stammen und�
zumindest f�ur Graphen��achen ��� direkt anwendbar sind�

Anmerkung ��� Ein in Arman und Aggarwal 
��� zitiertes Verfahren geht nach der Trans�

formation in ein lokales Koordinatensystem �vgl� Abschnitt ������ davon aus� da�
l
x�� fehler�

frei sind und somit lokal die aus der digitalen Bildverarbeitung bekannten Gl�attungsverfahren�

z�B� gewichtete Mittelbildung oder Median� f�ur
l
x��� d� h� zur Berechnung von �

l
x��� einge�

setzt werden k�onnen� Die berechneten �Anderungen k�onnen dann zur�ucktransformiert werden�
so da�

xi�
t��
k � xi�

t
k � eij�l �

l
xj�

t

k
mit �

l
x��

t

k � 
 �����

das Ergebnis darstellt� �

Die analytische Bestimmung der Ableitungen von F� erfordert eine Bestimmung der Po�
lynomkoe�zienten� die Ableitungen k�onnen dann aber mittels dieser Koe�zienten leicht
angegeben werden �vgl� Abschnitt ����� Die Approximation schlie�t gleichzeitig eine ge�
wisse Gl�attung der Daten mit ein� Der wesentliche Nachteil einer Approximation besteht
jedoch in der Tatsache� da� f�ur alle Punkte ein identischer Fl�achenansatz� z� B� quadratisch�
vorab gew�ahlt wird� Eine optimale Anpassung des Polynomgrads erfolgt in der Regel nicht�
da hiermit wiederum ein erh�ohter Rechenaufwand verbunden w�are� Weiterhin werden zur
Bestimmung der Fl�achenapproximation i� a� alle Punkte einer Nachbarschaft einbezogen�
Diskontinuit�aten werden daher nicht ber�ucksichtigt�

Beide L�osungsans�atze haben gemeinsam� da� eine Entscheidung �uber die Gr�o�e der Nachbar�
schaft getro�en werden mu�� auf deren Basis die numerische Di�erentiation oder die Approxi�
mation durchgef�uhrt wird� Die m�oglichen L�osungsans�atze sind in Abb� ��� zusammengefa�t�

Flynn und Jain ���� vergleichen Verfahren zur Bestimmung von Kr�ummungen einer 	��D�
Fl�ache� Zu diesen Verfahren geh�oren Verfahren mit analytischen Ans�atzen basierend auf
Fl�achenapproximationen �Polynome� orthogonale Polynome� Splines� und numerische Ans�atze
��Anderung der Fl�achennormale� Richtungsableitungen in einem orthogonalen Raster�� Sie be�
richten� da� alle Verfahren zu vergleichbaren Ergebnissen f�uhren� Weiterhin zeigen sie die
Emp�ndlichkeit der Verfahren gegen�uber der Abtastungsdichte und die extreme Emp�ndlich�
keit gegen�uber Quantisierungsrauschen bei ��bit�Daten� Um die durch das Quantisierungs�
rauschen hervorgerufenen E�ekte zu vermindern� werden die Daten zuvor stark gegl�attet ��

Iterationen mit �� � Binomial�lter�� was einen erheblichen Informationsverlust beinhaltet�

��In der dem Autor bisher bekannten Literatur werden die di�erentialgeometrischen Grundlagen auf denen
eine Auswertung von Entfernungsbildern basiert immer allgemein dargestellt� Realisierungen werden dann
aber sehr h
au�g auf Graphen	
achen beschr
ankt� Diese Repr
asentationsform entspricht der Repr
asentations�
form digitaler Bilder im Sensorkoordinatensystem�

��



� Segmentierung von Fl�achen

Fl�achen� wie sie durch die Messung mittels Entfernungsmessern erhalten werden� sind eine
einfache geometrische Beschreibung einer Szene� Eine solche Beschreibung beinhaltet ne�
ben der rein geometrischen Information keine weitere explizite Information �uber die in der
Szene be�ndlichen Objekte� Dies betri�t die Anzahl der Objekte� die Art der Objekte oder
aber auch Beziehungen zwischen den Objekten� Die Aufgabe besteht nun darin� aus der
einfachen geometrischen Beschreibung eine Beschreibung abzuleiten� die diese Information
enth�alt� Einen ersten Schritt in diese Richtung bildet die Segmentierung der die ganze Szene
umfassenden Fl�ache in einzelne Fl�achensegmente als Eingangsbeschreibung f�ur weitere Ob�
jekterkennungsprozesse ��� Die erhaltenen Fl�achensegmente sollen signi�kante Bereiche der
Szene darstellen� wobei die De�nition der Signi�kanz ebenso wie die f�ur die Segmentierung
zugrundezulegenden Kriterien anwendungsbezogen ist�

In Fisher ����� S��� sind verschiedene Anforderungen an eine Segmentierung angegeben� Eine
Segmentierung soll

� zusammenh�angende� homogene Bereiche zum Ergebnis haben�

� invariant gegen�uber einer �Anderung des Standpunktes und �kleinen� �Anderungen der
Fl�achenform� sowie

� eindeutig und vollst�andig

sein� Hierbei richtet sich die Homogenit�at nach den gew�ahlten Segmentierungskriterien� Die
Anforderung nach Invarianz steht in enger Beziehung zur Signi�kanz der gefundenen Fl�achen�
bereiche und ist wie diese abh�angig von der jeweiligen Anwendung�

Im folgenden sollen Segmentierungskriterien basierend auf Fl�acheneigenschaften aufgezeigt
werden� Bei diesen Segmentierungskriterien kann es sich einmal direkt um eine Fl�acheneigen�
schaft� z�B� ein Kr�ummungsma�� oder um ein hieraus abgeleitetes Homogenit�atskriterium
handeln� Kr�ummungsma�e als Segmentierungskriterium werden in Abschnitt ��� und aus
Kr�ummungsma�en oder anderen Fl�acheneigenschaften abgeleitete Homogenit�atskriterien in
Abschnitt ��	 aufgezeigt� F�ur die Homogenit�atsma�e wird davon ausgegangen� da� die zu
betrachtende Fl�ache C��stetig ist� Abweichungen hiervon haben unterschiedliche Ursachen
und Bedeutungen �vgl� Fisher ���� und Abb� �����

Einen �Uberblick �uber Segmentierungsverfahren f�ur range images geben Fisher ���� und Ar�
man und Aggarwal ����� Eine Reihe dieser Verfahren benutzt region growing� andere ver�
folgen einen Pyramiden� bzw� scale�space�Ansatz� Hierauf soll im folgenden jedoch nicht
eingegangen werden�

��� Kr�ummungsma
e zur Segmentierung durch Klassi�kation

Bei Segmentierungsverfahren basierend auf Kr�ummungsma�en handelt es sich in der Regel um
Klassi�kationsverfahren� Hierbei wird f�ur jeden einzelnen Punkt das f�ur die Klassi�zierung

��Newman et al� ���� geben einen Algorithmus zur modellgest
utzten Klassi�kation von Fl
achen ��Ordnung
an� der von einer vorliegen Segmentierung ausgeht� Eine andere Anwendung kann die Durchf
uhrung von be�
reichsweisen Fl
achenapproximationen basierend auf einer Fl
achensegmentierung zur Verbesserung von vorher
vielleicht nur lokal bestimmten Fl
achenapproximationen sein�

��



��� Krummungsma�e zur Segmentierung durch Klassi�kation

zu nutzende Kr�ummungsma� berechnet und die Klassi�zierung durchgef�uhrt� Anschlie�end
werden benachbarte Punkte mit gleicher Klassi�kation zu Segmenten zusammengefa�t ���

Auf der Grundlage der in Abschnitt � dargestellten Kr�ummungsma�e ergeben sich verschie�
dene Klassi�kationsm�oglichkeiten� z� B�

� Klassi�kation basierend auf den Hauptkr�ummungen� Diese Klassi�kation f�uhrt auf eine
symmetrische Matrix und somit � verschiedene Klassen �Abb� ��	��

� Klassi�kation basierend auf der Gau�
schen und mittleren Kr�ummung� Diese Klassi�
�kation f�uhrt auf Abb� ���� Bei Fisher ����� S��� sind die Hauptkr�ummungen mit
umgekehrtem Vorzeichen de�niert�Problematik vgl� Heitz ����� S��
��� Die De�nition
der Vorzeichens folgt hier aus ������� Bei Besl ���
� S���� wird eine zus�atzliche Un�
terscheidung in Abh�angigkeit von der Normalenrichtung bei den einzelnen Fl�achen mit
den in Klammern angegebenen Bezeichungen durchgef�uhrt �vgl� auch Besl und Jain
������ Eine di�erenzierte Klassi�kation mit den Klassenbezeichnungen aus Abb� ��	
ist in Abb� ��� gegeben�

Weitere Klassi�kationsm�oglichkeiten sind in Fisher ���� und Haralick et al� ����� hier speziell
f�ur Graphen��achen �	��D�� angegeben ��� Einen �Uberblick �uber Arbeiten zur Klassi�kation
von Fl�achen geben auch Besl und Jain ����� sowie Arman und Aggarwal �����

F�ur die Klassi�kationen werden im wesentlichen nur die Vorzeichen der Kr�ummungsma�e
genutzt� Dies hat den Vorteil� da� die Klassi�kation nicht von der St�arke der Kr�ummung
abh�angt und somit kleine �Anderungen der Fl�achenform keine oder nur eine geringe �Anderung
der Klassi�kation zur Folge haben�

��Dies wird i�a� dazu f
uhren� da� bedingt durch Me�rauschen oder andere Ein	
usse� nur kleine homogene
Bereiche gefunden werden� In Li ���� ist ein Verfahren angegeben� da�� analog zu einigen Verfahren zur
Fl
achenrekonstruktion� eine Rekonstruktion der Klassi�zierungen mittels Minimierung einer Energiefunktion
vornimmt und hierdurch weitgehend zusammenh
angende Segmente erh
alt�

��Haralick und Shapiro ���� weisen darauf hin� da� bei der dem Verfahren zugrundeliegenden Fl
achenap�
proximation� den hierauf basierenden Ableitungen und der Klassi�kation aufgrund der Fl
acheneigenschaften
der Approximations	
ache F� im Punkt ����� Probleme entstehen� So wird z�B� ein Pixel nicht als peak klas�
si�ziert� obwohl es sich bei den beobachteten Werten lokal um ein Maximum handelt� wenn nicht auch das
Maximum von F� an der Stelle ����� ist� Es reicht daher nicht aus� die Eigenschaften von F� im Punkt �����
zu bestimmen� Eine diese Tatsache ber
ucksichtigende Vorgehensweise ist in der angegebenen Literaturstelle
zu �nden�

��



��� Krummungsma�e zur Segmentierung durch Klassi�kation

Unstetigkeit Bedeutung

nicht C��stetig Unstetigkeit der Fl�ache Verdeckungsgrenze

nicht C��stetig Unstetigkeit der Fl�achennormalen Fl�achenorientierungsgrenze

nicht C��stetig Unstetigkeit des Betrages und oder Betrags� und Richtungsgrenzen
der Richtung der Hauptkr�ummungen der Hauptkr�ummungen

Abb� 
	�� Unstetigkeiten und ihre Bedeutung
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kn� � 
 konvexes Ellipsoid konvexer Zylinder hyperbolische Fl�ache

kn� � 
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kn� 	 
 hyperbolische Fl�ache konkaver Zylinder konkaves Ellipsoid

Abb� 
	�� Klassi�kation nach Hauptkr�ummungen
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y � nicht m�oglich
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��� Krummungsma�e zur Segmentierung durch Klassi�kation
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��	 Homogenitatskriterien zur Segmentierung

��	 Homogenit�atskriterien zur Segmentierung

F�ur die im folgenden kurz diskutierten Homogenit�atskriterien zur Segementierung werden
Bereiche Fi einer Fl�ache F betrachtet� Die einzelnen Bereiche Fi seien C��stetig�

Das erste zu betrachtende Kriterium basiert auf den Hauptkr�ummungen kn	�
� � � �� 	�
Hierzu wird die Di�erenz der Hauptkr�ummungen in benachbarten Punkten Pk und Pl be�
stimmt�

�kn	�
�l � kn	�
�l � kn	�
�k �����

Geht man davon aus� da�

E��kn	�
�l� � 
 ���	�

ist� k�onnen die Varianzen der Hauptkr�ummungen

���kn����l
�

�

jN j
X

Pm�N

�k�n	�
�m �����

berechnet werden� Dieses Ma� ist jedoch nur beschr�ankt f�ur eine Segmentierung geeignet�
Tre�en z� B� zwei Ebenenst�ucke aufeinander� so sind die Hauptkr�ummungen in beiden Berei�
chen Null� Tre�en ein Ebenenst�uck und ein Zylinder mit Radius R aufeinander� so ist eine
Hauptkr�ummung gleich �

R
� Die Signi�kanz der berechneten Varianz ��kn� h�angt somit direkt

vom Radius R ab�

Betrachtet man die Hauptkr�ummungsrichtungen t�	�
� � � �� 	� so ist darauf zu achten� da� die
Metrik in benachbarten Punkten i� a� unterschiedlich ist� Werden die �D�Hauptkr�ummungs�
richtungen ki�	�
� � � �� 	 betrachtet� so ist davon auszugehen� da� sie auch f�ur homogene
Fl�achenbereiche einer beliebigen Fl�ache i� a� f�ur benachbarte Punkte nicht parallel sind� Aus�
nahmen bilden Fl�achen wie z�B� Zylinder� Bei einer Torse� die als ein homogener Bereich
anzusehen ist� sind die Hauptkr�ummungsrichtungen in verschieden Fl�achenpunkte nicht mehr
parallel�

Betrachtet man die Fl�achennormalen ni� benachbarter Punkte und den von ihnen eingeschlos�
senen Winkel� d� h�

cos �l � ni�l ni�k �����

so ist bei konstanter Normalenrichtung� d� h� Betrachtung einer Ebene� cos �l � �� In einer
Nachbarschaft kann das Ma�

hn �
�

jN j
X

Pm�N

cos �l �����

berechnet werden� Liegen die Punkte der Nachbarschaft in einer Ebene� so ist die Summe
gleich �� Die Abweichung von � ist bei zwei aufeinandertre�enden Ebenen abh�angig vom
Schnittwinkel� Tre�en eine Ebene und ein Zylinder zusammen� so ist hn abh�angig vom
Radius R�

Bei allen hier angegeben Gr�o�en stellt sich die Frage nach der Signi�kanz und der Bedeutung
der Abweichung von der Sollgr�o�e bei einem vorgegebenen Modell� Aus diesem Grund ist f�ur
eine Segmetierung einer Fl�ache in Bereiche a priori Wissen und eine Auswahl des Kriteriums
zur Klassi�kation und oder zur Segmentierung notwendig�

�




A Tensorrechnung

An dieser Stelle sind einige De�nition und Formeln f�ur Vektoren in Tensorschreibweise darge�
stellt� Weitere De�nitionen k�onnen z�B� Klingbeil ����� Heitz ���
 oder Heitz und St�ocker�
Meier ���
 entnommen werden�

De�nition A�� �Tensor �� Stufe� Transformiert sich die einfach indizierte Gr�o�e ti und
ti nach den Gesetzen

t
i
� aik t

k � ti � aik t
k

�A���

ti � aki tk � ti � aki tk

so liegt ein Tensor 
� Stufe vor� wobei die ti seine kontravarianten und ti seine kovarianten
Komponenten sind�

Analog zu Tensoren �� Stufe sind Tensoren 	� Stufe durch folgende Transformationsregeln
de�niert�

De�nition A�� �Tensor �� Stufe� Transformiert sich zweifach indizierte Gr�o�en nach den
Gesetzen

t
ij � aik a

j
l t

kl� tij � aika
j
l t

kl �A�	�

t
i
j � aik a

l
j t

k
l � tij � aika

l
j t

k
l �A���

tij � aki a
l
j tkl� tij � aki a

l
j tkl �A���

so liegt ein Tensor �� Stufe vor�

Gelten f�ur eine doppelt indizierte Gr�o�e tij die Transformationsregeln �A�	�� liegt ein Tensor 	�
Stufe vor� tij sind seine kontravarianten Komponenten� �A��� sind die Transformtionsregeln
eines Tensors 	� Stufe mit gemischten Komponenten� Gelten f�ur eine doppelt indizierte
Gr�o�e tij die Transformationsregeln �A���� liegt ein Tensor 	� Stufe vor� Hierbei sind tij

seine kovarianten Komponenten�

De�nition A�
 �
	Tensor� Der 
� oder Kroneckertensor ist de�niert durch


ij� �

�
� f�ur i � j


 f�ur i �� j
�A���

De�nition A�� ��	Tensor� Der ��Tensor ist ein schiefsymmetrischer Tensor� dessen Kom�
ponenten bei Bewegungen im Raum unver�andert bleiben� Seine Komponenten folgen aus	

�ijk� � � f�ur mindestens zwei gleiche Indizes
�ijk� � 
 f�ur ijk � f�	�� 	��� ��	g
�ijk� � �
 f�ur ijk � f��	� �	�� 	��g

��



De�nition A�� �Allgemeines Produkt zweier Vektoren� Das allgemeine Vektorprodukt
ist de�niert durch

ai� bj� � cij� �A���

Es ist ein Tensor 	� Stufe�

De�nition A�
 �Skalarprodukt� Das Skalarprodukt zweier Vektoren folgt aus der �Uber�
schiebung des allgemeinen Vektorprodukts aus �A��� mit dem 
�Tensor


ij� ai� bj� � ai� bi� � c �A���

De�nition A�� �Vektorprodukt� Das Vektorprodukt ist die �Uberschiebung des allgemei�
nen Vektorprodukts mit dem ��Tensor

�ijk� aj� bk� � ci� �A���

Der Vektor ci� steht Senkrecht auf den beiden anderen und die Vektoren ai�� bi� und ci� bilden
ein Rechtssystem�

De�nition A�� �Spatprodukt� Das Spatprodukt ist die �Uberschiebung von drei Vektoren
mit dem ��Tensor

�ijk� ai� bj� ck� � d �A���

�	



B Notation

� � Parametervektor �GMM�
� � Christo�elsymbol
�ij � kartesischer Ma�tensor

�� � Kronecker�Tensor

 � Exze�
�ijk� � Epsilon�Tensor
� � Eigenwertmatrix
� � Eigenwert
� � Gradient
��� ��� � Ableitungsoperatoren
� � Quadratsumme der Residuen �GMM�
dF� ds � Fl�achen�� Bogenelement
di� � Di�erenzvektor zwischen zwei Punkten
D � Kovarianzmatrix �GMM�
E� F�G � Komponenten des ��Fundamentaltensors in klassischer Notation
e � Residuenvektor �GMM�
a
eij�kb � Rotationsmatrix von System Sa nach Sb
g � Determinante des ��Fundamentaltensors
g�� � ��Fundamentaltensor
H � mittlere Kr�ummung
H�� � Hesse�Matrix
I� II� III � erste� zweite und dritte Fundamentalform
K � Gau�
sche Kr�ummung
kabs � absolute Kr�ummung
kg � geod�atische Kr�ummung
kn � Normalkr�ummung
kn�� kn� � Hauptkr�ummungen
ki�	�
� t	�
 � Hauptkr�ummungsrichtungen

L�M�N � Komponenten des 	�Fundamentaltensors in klassischer Notation
l � Determinante des 	�Fundamentaltensors
L�� � 	�Fundamentaltensor
Mij�k � Momentenmatrix eines Punktes Pk
N � Nachbarschaft
jN j � Anzahl der Punkte einer Nachbarschaft ohne Punkt Pk
ni� � Fl�achennormalenvektor
P � Gewichtsmatrix
u� � Fl�achenkoordinaten
W�

� � Weingarten Abbildung

W �
Q � � quadrierte Weingarten Abbildung

X � Koe�zientenmatrix �GMM�
xi� � kartesische �D�Koordinaten
l
xi�� � kartesische �D�Koordinaten im System l

xi�� � Ableitungen nach den Fl�achenkoordinaten
x�i� � Ableitung nach der Bogenl�ange
y � Beobachtungsvektor �GMM�

��



LITERATUR

Literatur

Arman� F�� Aggarwal� J� K� �����	
 Model�Based Object Recognition in Dense�Range Images � A
Review� ACM Computing Surveys� 
���	� �����

Besl� P� J�� Jain� R� C� �����	
 Invariant Surface Characteristics for �D Object Recognition in Range
Images� CVGIP� ����	
�� � ��� �����

Besl� P� J�� Jain� R� C� �����	
 Segmentation Through Variable�Order Surface Fitting� IEEE T�PAMI�
���
	
������
� �����

Besl� P� J� �����	
 Analysis and Interpretation of Range Images� Kapitel 
 �Geometric Signal Proces�
sing�� Springer� �����

Campbell� H� G� �����	
 Linear Algebra with Applications� Prentice Hall� 
� Ausgabe� �����
Chen� Y�� Medioni� G� �����	
 Surface Description of Complex Objects from Multiple Range Images�

In
 Proceedings Computer Vision and Pattern Recognition� Seiten �������� �����
Delingette� H� �����	
 Intrinsic Stabilizers of Planar Curves� In
 Eklundh� J��O� �Hrsg�	� Computer

Vision � ECCV ��� Vol� II� Proceedings� Seiten �
������ �����
Delingette� H� �����	
 Simplex Meshes
 A General Representation for �D Shape Reconstruction�

Rapports de Recherche 

��� INRIA� �����
doCarmo� M� P� �����	
 Di�erential Geometry of Curves and Surfaces� Prentice Hall� �����
Farin� G� �����	
 Curves and Surfaces for Computer Aided Design� Academic Press� �����
Fisher� R� B� �����	
 From Surfaces to Objects� Wiley � Sons� �����
Flynn� P� J�� Jain� A� K� �����	
 On Reliable Curvature Estimation� In
 IEEE Conference on Computer

Vision and Pattern Recognition� San Diego� Seiten �������� �����
F�orstner� W�� Braun� C� ����
	
 Direkte Sch�atzung von Richtungen und Rotationen� Technischer

Bericht� Institut f�ur Photogrammetrie� Bonn� ���
�
Fua� P�� Sander� P� ����
	
 Reconstructing Surfaces from Unstructured �D Points� In
 Proceedings of

Image Understanding Workshop� Seiten �����
�� ���
�
Haralick� R� M�� Watson� L� T�� La�ey� T� J� �����	
 The Topographic Primal Scetch� International

Journal of Robotics Research� 
��	
����
� �����
Haralick� R� M�� Shapiro� L� G� ����
	
 Robot and Computer Vision� Addison�Wesley� ���
�
Haralick� R� M�� Watson� L� T� �����	
 A Facet Model for Image Data� CGIP� ���
	
�����
�� �����
Heitz� S�� St�ocker�Meier� E� �����	
 Grundlagen der Physikalischen Geod�asie� D�ummler� Bonn� �����
Heitz� S� �����	
 Mechanik fester K�orper� Band �� D�ummler� Bonn� �����
Heitz� S� �����	
 Coordinates in Geodesy� Springer� �����
Ho�man� R�� Jain� R� C� �����	
 Segmentation and Classi�cation of Range Images� IEEE T�PAMI�

���	
�����
�� �����
Hoschek� J�� Lasser� D� �����	
 Grundlagen der geometrischen Datenverarbeitung� Teubner� �����
J�ahne� B� �����	
 Digitale Bildverarbeitung� Springer� �����
Klingbeil� E� �����	
 Tensorrechnung f�ur Ingenieure� BI�Hochschultaschenb�ucher� Bibliographisches

Institut� Mannheim�Z�urich�Wien� �����
Koch� K� R� �����	
 Parametersch�atzung und Hypothesentests� D�ummler� Bonn� 
� Ausgabe� �����
Koch� K� R� �����	
 Bayesian Inference with Geodetic Applications� Lecture Notes in Earth Siences�

Springer� �����
Krishnapuram� R�� Casasent� D� �����	
 Determination of Three�Dimensional Object Location and

Orientation from Range Images� IEEE T�PAMI� �����	
���������� �����
Li� S� Z� �����	
 Invariant Surface Segmentation Through Energy Minimization with Discontinuities�

IJCV� ��
	
�������� �����
Lipsch�utz� M� M� �����	
 Di�erentialgeometrie� McGraw�Hill� �����
Newman� T�� Flynn� P� J�� Jain� A�K� �����	
 Model�Based Classi�cation of Quadric Surfaces� CVGIP�

IU� ���
	

���
��� �����
Rei�� P� �����	
 Aufbau digitaler H�ohenmodelle auf der Grundlage einfacher 	niter Elemente� Band

��� der Reihe C� Deutsche Geod�atische Kommission� M�unchen� �����
Stevenson� R� L�� Delp� E� D� ����
	
 Viewpoint Invariant Recovery of Visual Surfaces from Sparse

Data� IEEE T�PAMI� ����	
�������� ���
�

��



LITERATUR

Stokely� E� M�� Wu� S� Y� ����
	
 Surface Parameterization and Curvature Measurement of Arbitrary
�D�Objects
 Five Practicel Methods� IEEE T�PAMI� ����	
�������� ���
�

Terzopoulos� D� �����	
 Regularization of Inverse Visual Problems Involving Discontinuities� IEEE

T�PAMI� ���	
�����
�� �����
Torre� V�� Poggio� T� A� �����	
 On Edge Detection� IEEE T�PAMI� ��
	
�������� �����
Wolf� H� �����	
 Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate� D�ummler� Bonn�

�����

��



INDEX

Index

��Tensor� ��
��Tensor� ��

Ableitungsgleichungen� �
nach Gau�� �
nach Weingarten� �

begleitendes Dreibein� �� �

Christo�elsymbol
erster Art� �
zweiter Art� �

Eigenwertzerlegung� ��
Ellipsoid

konkav� ��
konvex� ��

Euler
Satz von� �


Exze�� ��� 
�

Fehlerfortp�anzungsgesetz� ��
Fl�ache

�ninhalt� �
�nsingularit�at� �
elliptische� ��
Graphen�� ��� ��
hyperbolische� ��
konvexe� ��
Minimal�� ��
regul�are� �

Fl�achenapproximation� ��
globale� ��
lokale� ��
mit Polynomen� ��
von �D�Fl�achen� ��
von Graphen��achen� ��

Fl�achenkoordinaten
allg� Darstellung� �
isotherme� �� ��
orthogonale� �

Fl�achennormalenvektor� �� ��� �

Mittelung� 
�
Sch�atzung� 
�

Fundamentalform
dritte� ��
erste� �
zweite� ��

Fundamentaltensor
erster� �� ��� ��
kartesischer� �

zweiter� �� ��� ��

Gau��Marko��Modell� �� ��
geod�atische Linie� ��
geod�atisches Dreieck� ��� 
�

Hesse�Matrix� ��� 
�
quadrierte� ��

Kr�ummung
�slinien� ��� �
� ��
absolute� 


einer Fl�achenkurve� ��
einer Isolinie� 
�
einer Kurve � IR�� 
�
Gau��sche� �
� ��
geod�atische� ��
Haupt�� ��� ��� 
�� 
�� ��
Richtung der� ��� 
�� 
�

mittlere� �
� ��
Normal�� ��� 
�� �


Kroneckertensor� ��

Meusnier
Satz von� ��

Minimalpunkt� 



Nabelpunkt� �
� ��� 


Nachbarschaft

Achter�� �

geometrische� ��
Vierer�� �


Normalschnitt� 
�

Polynom
orthogonales� ��

Pythagoras
Satz von� �

quadratische Variation� 
�� 
�

regularisierung� 
�

Singul�arwertzerlegung� ��
Skalarprodukt� ��
Spatprodukt� ��

Tangentenvektor� �� �
Tensor

�� Stufe� ��

� Stufe� ��

Topologie� �

Torse� ��� ��

Vektorprodukt� ��

��



INDEX

Weingarten Abbildung� ��� ��
Approximation 
��D� 
�
Determinante� ��
Eigenvektoren� ��
Eigenwerte� ��� ��
quadrierte� ��
Spur� ��

Zylinder
generalisierter� �

konkav� ��
konvex� ��

��


