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Vorbemerkungen

Allgemeines

Dieses Arbeitspapier beinhaltet eine Zusammenstellung von differentialgeometrischen Grund-
lagen und von Méglichkeiten zur Berechnung von Krimmungsmafien fiir durch diskrete
Punkte gegebene Flichen. Es sollte urspriinglich nur als persénliches Hilfsmittel und zur
Vorbereitung einer Arbeit iiber ein Verfahren zur informationserhaltenden Filterung von
Flachen dienen. Aus diesem Grund erhebt diese Zusammenstellung der differentialgeome-
trischen Grundlagen nicht den Anspruch auf Vollstindigkeit. Insbesondere werden differen-
tialgeometrische Eigenschaften von Kurven einer Fliche nur dort diskutiert, wo sie fiir das
Verstindnis von Eigenschaften der Fliche benétigt werden. Fiir einen umfassenden Uberblick
iiber die Differentialgeometrie sei auf allgemeine Lehrbiicher, wie doCarmo 1976, Lipschiitz
1980 und insbesondere Heitz 1988 verwiesen, welches im wesentlichen auch die Grundlage fiir
den Abschnitt 1 dieses Arbeitspapiers war. Mit der Thematik von durch diskrete Punkte ge-
gebenen Flichen beschiftigen sich Abschnitt 2 und Abschnitt 3. Hierfiir wurde insbesondere
Besl 1990 zugrundegelegt. Abschnitt 4 diskutiert die Bestimmung von Kriimmungsmafen
auf der Basis von Approximationen diskreter Flichen. Im Abschnitt 5 werden einige numeri-
sche Aspekte behandelt, bevor in Abschnitt 6 Mdéglichkeiten zur Segmentierung von Flichen
basierend auf Kriimmungsmaflen dargestellt werden.

Die im Text angebenen Anmerkungen und Beispiele dienen zur weiteren Erliuterung, sind
jedoch zum Verstdndnis beim ersten Lesen nicht erforderlich.

Notation

Die Darstellung der Notation der differentialgeometrischen Grundlagen erfolgt in Tensor-
schreibweise (vgl. Klingbeil 1966, Heitz 1988). Grundlegende Gréfilen werden in dieser und
in der klassischen Notation gegeniibergestellt. Im folgenden sollen nur einige allgemeine Hin-
weise gegeben werden:

e Fiir die Indizes gilt o, 8, v, ... € {1, 2} und ¢, j, k,... € {1, 2, 3}.
o 7Zur besseren Unterscheidung gilt ferner:

u® : Flachenkoordinaten

x;  : 3D kartesische Koordinaten mit 2* = 2; = ;.
o Is gilt die Finstein’sche Summenkonvention: Tritt in einem Produkt ein und derselbe

Index zweimal auf, einmal oben und einmal unten, so wird iiber diesen von 1 bis n
summiert , wobei n die Dimension des Raumes bezeichnet.

Am Schluf} dieses Arbeitspapiers ist die Notation fiir hier verwendete Groflen angegeben.



Erginzende Vorbemerkung zur Uberarbeitung (Stand Juni 1994)

Der inhaltliche Teil ist unverdndert zum Stand Dezember 1993, jedoch sind einige neue Lite-
raturstellen in Anmerkungen und Fufinoten eingearbeitet worden.



1 Differentialgeometrische Grundlagen

Innerhalb dieses Abschnittes werden die differentialgeometrischen Grundlagen, wie sie fiir
die folgenden Abschnitte benotigt werden, dargestellt. Diese Darstellung bezieht sich auf
regulidre 3D-Flichen, d.h. 2D-Mannigfaltigkeiten im R>. Im Abschnitt 1.8 wird wird dann
eine Spezialisierung fiir Graphenflichen (graph surface, Monge patch) bzw. 2.5D-Flichen .
durchgefiithrt. Diese Spezialisierung ist im Hinblick auf Anwendungen im Bereich der digitalen
Bildverarbeitung und DHM-Anwendungen von Interesse. Im Abschnitt 1.9 werden dann
alternative Kriimmungsmafle vorgestellt, bevor im Abschnitt 1.10 zur Vervollstindigung der
Darstellung die Analogien zwischen einer Kurve im R? und einer Fliche im R? zusammgefaft
werden.

1.1 Begleitendes Dreibein der Fliche

Fine Fliche F im R?® kann durch die kartesischen Koordinaten z; als Funktion von un-
abhingigen Flichenkoordinaten u®

z; = x; (u) (1.1)
dargestellt werden. Die Koordinatenlinien sind durch

ul-Linie : u! variabel, u? = const. (1.2)
u?-Linie : u? variabel, u! = const.

gegeben. Die zugehdrigen Tangentenvektoren sind

dx;
o — - 1.3
ria = 0 (13)

Der Betrag der Tangentenvektoren ist i.a. ungleich 1. Sie sind per Definition linear un-
abhingig, so daB der Flichennormalenvektor % aus

Eijk. Tj1 Tk,2

n; = (1.4)

B H Elmn. Tm,1 Tn,2 H

folgt. Diese drei Vektoren bilden das begleitende Dreibein der Flache (vgl. Abb. 1-2).

Anmerkung 1.1 Gilt || epnn. 1 Zn2 || # 0 fir eine Fliche F oder einen Flichenbereich,
so spricht man von einer reguliren Fliche. Fine Singularitit liegt vor, falls der Betrag gleich
Null ist. °

1.2 1. Fundamentaltensor

Die Bestimmung von Gréflen der inneren Fldchengeometrie, z. B. der Entfernung von zwei
Flachenpunkten entlang einer Flichenkurve oder des Flicheninhaltes eines Flichenstiickes,

!Dieser Begriff findet sich bereits bei Besl und Jain 1986 und wird hier synomym mit dem Begriff Gra-
phenfliche benutzt.
2zur Schreibweise vgl. Anhang A.
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basiert auf dem 1. Fundamentaltensor. Betrachtet man das Bogenelement einer Flichenkurve
u®(t), so erhélt man mit

don(u(1))  du®
dt G
und
ds* = dx; dz;
die 1. Fundamentalform 3
ds? = gop du® du” (1.5)

wobei ¢,5 der 1. kovariante Fundamentaltensor oder Metriktensor

JapB = Tia Tip (1.6)

ist. Er ist eine Verallgemeinerung des Betragsquadrates des Tangentenvektors einer Kurve
im R? (vgl. Abschnitt 1.10). Seine Komponenten sind abhéngig von der Parametrisierung
der Fliche. Fiir die Determinante des Metriktensors gilt:

9= g1 92— g12° = | wia [* @iz | = cos® 0 | wia |I* || iz | (L.7)
=l woa Pl @iz (1 = cos®8) > 0

# bezeichnet hierbei den Winkel zwischen den Koordinatenlinien bzw. den Tangentenvektoren
an die Koordinatenlinien und ist per Definition fiir eine reguldre Fliche ungleich Null. In

klassischer Notation ist
FE F
(gaﬁ) - ( F G )

Der 1. kontravariante Fundamentaltensor ist invers zu g,p

1 fir a=0
Y8 5B —
Jary g7 =05 = { 0 fiir o+ 3 (1.8)
und daher folgt
922 —912 911
g=92 g2_ 7912 »_ I (1.9)
g g g

Im Fall orthogonaler Koordinatenlinien (6 = %) gilt:
gr2=9"% =21 2i2=0 (1.10)

Gilt ferner g11 = ga2 so liegen isotherme Flichenkoordinaten vor, fiir die sich die 1. Funda-
mentalform zu

05% = g du"du” = gui(du' + (du?)?) = ganl(du)? + (du?)?) (1.11)

vereinfacht.

°Die erste Fundamentalform wird in der Literatur auch mit I bezeichnet.
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Beispiel 1.1 Als Beispiel fiir die Anwendung des Metriktensors zur Berechnung von Grofsen
der inneren Fldchengeometrie soll der Fldicheninhalt eines Fldchenstiickes dF bestimmt wer-
den. Der Flicheninhalt folgt aus dem Spatprodukt * des begleitenden Dreibeins:

dF = eijp. mi %51 T (1.12)

Ersetzt man den Fldchennormalenvektor durch

1

n;. = ﬁ Eijk. T51 Th2 (1.13)

so folgt
dF = /g du" du? (1.14)
0

Anmerkung 1.2 Die erste Fundamentalform ist die Verallgemeinerung des Satzes von Py-
thagoras. Fir kartesische Koordinaten gilt

ds®* = A;; Azt Ax? 1.15
J

mit dem kartesischen Mafstensor A;; = 0;;.. Mit

L (1.16)

folgt weiterhin
ds* = ;. Azt Az? = Az; Azt = Aw; Az; = (x% + 22 + $:2))) (1.17)
[ ]

Anmerkung 1.3 (1. Fundamentaltensor und Summe der Residuenquadrate)

Das Gaufs-Markoff-Modell lautet:

E(y)=y+e=Xp3 mit D(y)=0c?P! (1.18)
Im einzelnen gilt:
y : Vektor der Beobachtungen
e : Vektor der Residuen
X : Koeffizientenmatriz
B : Vektor der gesuchten festen Parameter
P Gewichismatriz der Beobachtungen

Die Schitzwerte fir die Parameter (hier dargestellt fir das Gauf-Markoff-Modell mit vollem
Rang)

B=XTPxX)'XTPy

*vgl. Anhang A.
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ergeben sich durch Minimierung der Summe der Residuenquadrate
Q=elPe (1.19)
und in Tensorschreibweise (vgl. Wolf 1968)
Q = pope e’ (1.20)
Formal ergibt sich eine Analogie zur 1. Fundamentalform
ds? = gop du® du” (1.21)

so dafy der Metriktensor aus statistischer Sicht als Gewichtsmatriz interpretiert werden kann.
Betrachtet man den Sonderfall P =1 folgt

Ry=X3 (1.22)
mit dem orthogonalen Projektionsoperator
R=X(XT'x)"'xT (1.23)

(vgl. Koch 1987, S. 185 und Abb.323-1). R ist symmetrisch und idempotent. Die Abbildung
gibt eine Interpretation fir diesen Sonderfall in kartesischen Koordinaten, wobei

P=1I=¢; mit 1,j€1,2,....n (1.24)

die Gewichtsmetrik (kartesischer Maftensor im R™) reprdsentiert. )

1.3 Ableitungsgleichungen

Die Ableitungsgleichungen von Gaufi und Weingarten stellen die Ableitungen der Tangen-
tenvektoren und der Flichennormalen nach den Flichenkoordinaten als Linearkombination
von eben diesen Vektoren dar. Sie bilden ein fiir die Flache bestimmendes System von Diffe-
rentialgleichungen und einen Teil des Hauptsatzes der Flachentheorie (vgl. Heitz 1988, S.25).
Sie lauten

Ableitungsgleichungen nach Gauf}

Tiap = Lo Tig + Lagni. (1.25)

Ableitungsgleichungen nach Weingarten
nipg=—Lyai, (1.26)
mit dem 2. Fundamentaltensor L,z und dem Christoffelsymbol 2. Art
[l = g Togs = 9 0 Tis (1.27)
I}y ist das Christoffelsymbol 1. Art.

Yor,8 + 9B~v,a = Yap,
Tuply = Tiap @i = ol 9000 Se00 (1.28)

10
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1.4 2. Fundamentaltensor

Der im Abschnitt 1.2 eingefiithrte 1. Fundamentaltensor beinhaltet die Information iiber die
innere Flichengeometrie. Neben diesem 1. Fundamentaltensor ist der 2. Fundamentaltensor
definiert, der die Information iiber die Einbettung der Fliche im R> ausdriickt.

Bestimmt man das Skalarprodukt von (1.25) und dem Flachennormalenvektor, so erhélt man,

da

N, Tig =0 (1.29)
den 2. Fundamentaltensor
Lop =n; %43 (1.30)
mit
0%z,

Lot = Fum gl
Bildet man die Ableitungen von (1.29) nach den Flichenkoordinaten u?, so erhilt man
Nig Tio + N Tiag =0 (1.31)
und somit
Log =ni %08 = =N a2 (1.32)
Seine Komponenten sind abhdngig von der Parametrisierung der Fliche.

Der gemischte 2. Fundamentaltensor aus den Ableitungsgleichungen von Weingarten folgt
aus

LS =g Ly (1.33)
Weiterhin gilt
I = Lyy Ly — Ly3? (1.34)

In klassischer Notation ist der 2. Fundamentaltensor

(Lap) = ( ]\5 % ) (1.35)

Gilt g1o = L12 = 0, so sind die Koordinatenlinien Krimmungslinen, d.h. Flichenkur-
ven deren Tangentenrichtungen mit den Hauptkriimmungsrichtungen in allen Punkten der
Flachenkurve identisch sind.

Auf der Grundlage des zweiten Fundamentaltensors wird die zweite Fundamentalform analog
zur ersten durch

Il = L,gdu® du® = —dn; dz; (1.36)

definiert.

11
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1.5 Normalkriimmung und Hauptkrimmungen

Nachdem die grundlegenden Gréflen der Flachentheorie vorgestellt wurden, sollen nun Kriim-
mungsmafle von Flichen und Flichenkurven diskutiert werden. Die Kriimmung k einer
Flachenkurve z; () ist der Betrag von

no Ty k
Ti. = g T Fa Mt R (1.37)
S
mit
! dua
m;, = eijp. . v, und = s
S

wobei k,, die Normalkriimmung und £, die geodétische Kriimmung der Flichenkurve bezeich-
nen. Die Normalkriimmung der Flachenkurve erhdlt man durch das Skalarprodukt von (1.37)
und dem Flichennormalenvektor:

ky = n; al = Laﬁua/uﬁ/ (1.38)
Analog erhilt man die geoditische Kriimmung durch das Skalarprodukt mit m; :
kg = mga] = egpong wy = egp al @] ng, (1.39)

Da m; und n; orthogonal (vgl. Abb. 1-1), beschreibt (1.37) ein rechtwinkliges Dreieck, so
daf}

2 2, 12
k* =k; + k, (1.40)
folgt. Diese Gleichung kann auch aus den Beziehungen
ky = ksing (1.41)
und
kn = kcos¢ (1.42)
abgeleitet werden. (1.42) ist der Satz von Meusnier .
Anmerkung 1.4 Gult k;, = 0 entlang einer Flichenkurve, so ist sie eine geodétische Linie.
Die Differentialgleichung einer solchen Linie ist gegeben durch
kg =u"" + 175 u uf v el 2} (1.43)
L]
Da sich die Normalkrimmung auf eine vorgegebene Flichenkurve bezieht, ist sie i.a. rich-

tungsabhingig. Hauptkrimmungen sind Extrema der Normalkriimmung. Sie ergeben sich
aus der Gleichung ®

[

k2 — g°P Lok, + e 0 (1.44)

12
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Abb. 1-1: Normalkrimmune

/ %3.47 — ’(’
/an?euﬂ‘:YQL‘ \\‘

ebene

Abb. 1-2: Hauptkrimmungen

af I, L, 1% 1
kpio = 2 ot [g 25”] - o= HEVH R (1.45)

Die zugehérigen Hauptkriimmungsrichtungen sind orthogonal.

Gilt k, = const. bzw. somit k,; = k,2 liegt ein Nabelpunkt (umbillical point) vor. Fiir
Nabelpunkte existiert keine ausgezeichnete Hauptkriimmungsrichtung. Alle Punkte einer

®Diese Gleichung ist herleitbar aus der Eigenwertbestimmung der Weingarten Abbildung Wg (vgl. (1.55)).

13
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Ebene und einer Kugel sind Nabelpunkte.

Anmerkung 1.5 Sind die Koordinatenlinien Krimmungslinien und fihrt man den Rich-

tungswinkel § als Winkel zwischen u?-Linie und einer Flichenkurve ein, so gilt der Satz von
Euler

k, = k1 sin? 0 + k5 cos?® 0 (1.46)

fir die Normalkrimmung in Richtung der Fldchenkurve. °

1.6 Gaufl’sche und mittlere Kriimmung

Die Gaufy’sche und mittlere Kriimmung sind Funktionen der Hauptkrimmungen. Die Gauf}’-
sche Kriimmung ist gegeben durch (vgl. (1.53))

)
K=k, 1k,=—- (147)
g

und die mittlere Kriimmung durch (vgl. (1.54))

knt +kng 9°% Log
22
Die Gaufi’sche Kriimmung K ist unabhidngig von der Parametrisierung der Fliche. Beide
Krimmungsmafle sind weiterhin invariant gegeniiber Rotation und Translation der Fliche.
Fiir die Form konvexer Flichen ist allein die Gaufi’sche Kriimmung K bestimmend, fiir
die Form von Graphenflichen (graph surfaces) ist unter bestimmten Nebenbedingungen die

mittlere Kriimmung H allein bestimmend. Flichen mit K = 0 sind Torsen, Flichen mit
H = 0 Minimalflichen ©.

H =

(1.48)

Anmerkung 1.6 Neben der ersten und zweiten Fundamentalform ist in einigen Lehrbiichern
die dritte Fundamentalform definiert:

HT=2HII-KI (1.49)

Diese Form besitzt gegeniiber der zweiten Fundamentalform den Vorteil, dafs ithr Vorzeichen
nicht wie das Vorzeichen von Il von der Parametrisierung der Fliche abhingig ist. Fin durch
eine gednderte Parametrisierung hervorgerufener Vorzeichenwechsel von Il wird durch den
ebenfalls resultierenden Vorzeichenwechsel von H aufgehoben. .

Anmerkung 1.7 Fin geoditisches Dreieck auf einer Fliche wird begrenzt durch drei geoditi-
sche Linien. Fiir den Exzel des geodditischen Dreiecks gilt:
€= KdF =01 +as+a3—7 (1.50)
AF

wobei «; die Winkel zwischen den geoddtischen Linien in den Punkten P; bezeichnen. Ist die
Gaufs’sche Kriimmung K = Ko in AF konstant, so gilt

e= Ko AF (1.51)
Ist der Fldcheninhalt AF und der Fxzefs € bekannt, so kann die Gauf$’sche Krimmung be-
stimmt werden ohne vorher die Hauptkrimmungen zu bestimmen. .

SMinimalflichen sind die Lésung eines Variationsproblems, bei dem eine Fliche minimalen Flicheninhaltes
bei der Vorgabe einer sie berandenden Kurve C zu bestimmen ist.

14
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1.7 Weingarten Abbildung
1.7.1 Definition

So wie der Metriktensor eine Verallgemeinerung des Betragsquadrates des Tangentenvektors
einer Kurve im R? darstellt, ist die Weingarten Abbildung ( Weingarten mapping, shape ope-
rator) eine Verallgemeinerung der Kriimmung einer solchen Kurve (vgl. Abschnitt 1.10).
Sie ist eine Funktion des ersten und zweiten Fundamentaltensors und gibt die lokalen
Kriimmungsverhéltnisse an. In der digitalen Bildverarbeitung wird zur Charakterisierung
der lokalen Kriimmungsverhiltnisse oftmals die Hesse-Matrix der Intensitidtsfunktion genutzt.
Sie ist eine Spezialisierung der Weingarten-Abbildung, worauf im Abschnitt 1.8 niher einge-
gangen wird.

Die Weingarten Abbildung ist gegeben durch

-1
wi Wi E F L M
o oy we) = 1 2 —
5 =97 Lo (ﬁ)—(wf Wg)—(F G) (M N) (152)

Sie ist nicht symmetrisch. Die einzelnen FElemente aus (1.52) lauten

2922L11—g12L21 _GL-FM

) )

Wi =g¢" Lt 4+ ¢ Ly

:!]22L12—g12L22 _GM-FN

) )

Wy =g¢" Liz+ ¢"* Lo

—g12 L L EM—-FL
W2 = g2 Ly + g2 Loy = 912 ng-l- gu Lo _ -

—g12 L L EN-FM
W2 = g2 Ly + g2 Loy = 912 1zg-|- gu Loz _ -

Weiterhin ist
det (W) = Wi W3 — Wy W{
= (gn Ly + ¢ L21)(921 Lis + ¢** Lag) — (gn Lis + ¢ Lzz)(g21 Ly + ¢* Lyr) (1.53)

= (911 922 — g12%) Ly Loz — (911 922 — g12°) Lao? - ’ =K
PE

und

tr (Wg) = Wi+ W5 =g Liy+ ¢ Loy + ¢*' Liz + 9% Lo
_ Y22 Ly — g12 L1 — g12 Liz + 911 Lo _ Y22 Ly + 911 Loa — 2 g12 Lo
g g
GL+EN-2FM
g

Handelt es sich um isotherme Fléchenkoordinaten, d.h. g¢12 = 0 und g1; = g22 = /g, so ist

die Weingarten Abbildung symmetrisch. Sind die Koordinatenlinien Kriimmungslinien und

daher g1 = Li3 = 0, so ist die Weingarten Abbildung diagonal und die Elemente I/Vl1 und
W7 entsprechen den Hauptkriimmungen.

(1.54)

20
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1.7.2 FEigenwerte und Eigenvektoren
Die Figenwerte der Weingarten Abbildung folgen aus der charakteristischen Gleichung

) ) Wl -\ W)
det (W§ — A, 63) = det ( 1 V% —— ) =0 (1.55)
1 2 (v)
(W] = X)) (W5 = Ayy) = Wi Wy =0

Ay = Ay W+ W) 4 (W W5 = W W5) =0

(v

m+wiwm+wv

: el - wpw)

A2 =

_ (g w“’ (VF))Z —det (W= H+VH?— K

2

und entsprechen den Hauptkriimmungen (vgl. (1.45)). Die Eigenwerte sind eindeutig, nicht

jedoch die zugehérigen Figenvektoren 7 (vgl. Campbell 1980). Weiterhin sind die Eigenwerte

reell, da die Diskriminante

2 1 2 Lo 1 L2
H - K = (5 (knl + kn?)) - knl kn? = Z knl + §kn1 an + Z an - knl kn? (156)
1 1 1 1
= — k2 = Shnt kg + < k2y = (5 (knt — kn2))? 20

4n1212+4n2 (2(1 2))" 2

Ist H = 0 soist K > 0 (vgl. Abb. 6-3). Ist H? = K liegt ein Nabelpunkt vor. Fiir
H? # K ist kpy # kno und die zugehorigen linearunabhingigen Eigenvektoren t?ﬁ) folgen aus
der Gleichung
ogf
Wity = A
Sie sind in der u®-Ebene nicht orthogonal, da die Weingarten Abbildung i.a. nicht symme-
trisch ist. Sie lauten im einzelnen (nicht normiert)

t(a = kn(

O (1.57)

v)

t%l) =GM—FN =gz lia-gi2Lx :g(gn Liy + g* Los) =g Wy

1 . 1 i
tfl) = §(EN—GL)+g\/H2_A - 5(911L22_922L11)+91/H72_A

1 ~ 1 -
=-g(@PLan—g"Lu)+gVH? - K :(§(W22—W11)—|-\/H2—K)g

2

"Die Eigenwerte folgen aus der Gleichung
A=T"WT
Wird fiir T eine andere Matrix T* = mT gewihlt, so ist
A=T" WT =(mT)' W(mT)=T ' WT

Die Eigenvektoren sind daher nicht eindeutig aus der charakteristischen Gleichung bestimmbar. Die Eigenwerte
sind jedoch eindeutig.

16
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1 42
L2y = 1y

t(Qz) =FL-FEM=gli1—g11lia=yg (—921 Ly — 922 L21) = -9 VV12

Diese Eigenvektoren sind nicht eindeutig. Findeutigkeit wird durch Normierung erzielt, deren
Ergebnis die Eigeneinheitsvektoren sind (vgl. Campbell 1980). Mittels der Eigenvektoren
der Weingarten Abbildung lassen sich die Vektoren der Hauptkriimmungsrichtungen im R?
angeben. Sie lauten (nicht normiert)

ki

() = t(a Tio (1.58)

v)

Sie liegen in der Tangentialebene der Fliche, da sie eine Linearkombination der Tangentenvek-
toren an die Koordinatenlinien sind, und sind orthogonal zueinander. Umgekehrt lassen sich

aus diesen 3D-Vektoren die 2D-Vektoren t%) der Hauptkrimmungsrichtungen bestimmen.

Ausgehend von (1.58) erhilt man durch Uberschiebung mit z; 5 und g%

ki

() = t(a Li,o

)
ki Tiss = 1) Tia Tip = 1) Gap

, Be _ ;o Be _ L« € __ g€
ki”) tig g = t(w) Gap 9 = t(w) b = t(w)

Zusammenfassend gilt:

tf'y) = kz('y) wi,ﬁ gﬁE (1.59)

Zur Uberpriifung kann (1.58) in (1.59) eingesetzt werden:

ﬁﬁ:t

€ — & . . & ﬁg o € _ 4€
foy = 1) @isa Tip 97 = 1) 9ap 97 = 1) 8o = 1y

1.7.3 Hauptkriimmungsrichtungen

Die Richtung der Hauptkriimmungen in der «®-Ebene bezogen auf eine vorgegebene Richtung

> ) mit dem vorgegebenen Vektor

v ergibt sich aus dem Vektorprodukt der Figenvektoren te,

ap o P
COS () = I8 ") (1.60)

NI

Wird die u!'-Linie als Bezugslinie gewihlt, sodaB v den Tangentenvektor an die u'-Linie

|7 11 = Vg v v = 1

bezeichnet mit

so gilt

17
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und somit

9o 1) of
tfv) t?ﬁ) Yeu/9p8

Zur Bestimmung des Winkels ¢(,) kénnen auch die 3D-Vektoren k; (,) herangezogen werden.
Die Formeln lauten analog

COS P(y) = (1.61)

k. T
i(y) tip
COS P(~) =
O ey 1T 25 |

(1.62)

Die Bezugsrichtung wird durch die Wahl des Tangentenvektors z; , an die Koordinatenlinie
u® mit @ = 1 oder a = 2 festgelegt. Aus (1.62) kann unmittelbar (1.61) mit der u!'-Linie als
Bezugslinie abgeleitet werden, indem k; (.y aus (1.58) eingesetzt wird:

o 615

B oo &P
k‘l('V) $i7ﬁ 61 _ t('y) xz,oz xl’ﬁ 61 — gaﬁ t('y) (163)

05 ¢() = = E
1 koo I 5 67 1 112 wie M wis 87 1\ Jt) 1) e /T35

1.7.4 Quadrierte Weingarten Abbildung

Neben der Hesse-Matrix selbst wird in der digitalen Bildverarbeitung auch die quadrierte
Hesse-Matrix genutzt. Aus diesem Grund soll hier die quadrierte Weingarten Abbildung als
Verallgemeinerung der quadrierten Hesse-Matrix eingefiithrt werden.

Die quadrierte Weingarten Abbildung folgt aus
Die einzelnen Elemente lauten

Woi' =Wl Wi +w; wi
Woo' = Wi Wy + Wy Wy =W, (W) + W)
Wo o' = W Wi+ W3 Wi = Wi (W) + W)

Wyt = Wi Wy + W3 Wj

Die quadrierte Weingarten Abbildung ist somit wie die Weingarten Abbildung selbst nicht
symmetrisch. Die Spur der quadrierten Weingarten Abbildung ist

tr (W g*) = Wo ' + Wyt = Wi W+ WP W5 +2W, W7 (1.65)
und die Determinante

det (Wy &) = Wo ' Wo,* — Wy, WP = (W] Wi — Wy Wi)? = (det (W/))*  (1.66)

18
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Die Eigenwerte kénnen aus der zugehorigen charakteristischen Gleichung oder iiber den nach-
folgend beschriebenen Weg bestimmt werden. Es sei W = (Wg) und T die Matrix der
Eigenvektoren t%) von W, dann ist

WT=TA (1.67)

mit der Diagonalmatrix A der Eigenwerte. Sind die Eigenwerte A,y der Weingarten Ab-
bildung verschieden voneinander, d.h. Nabelpunkte sind ausgeschlossen, dann sind die Fi-
genvektoren linear unabhiingig. Somit ist T reguléir und es existiert die Inverse T~!, so

daB
W=TAT! (1.68)
gilt. Die quadratische Weingarten Abbildung W, ;* kann daher wie folgt geschrieben werden:
(Wos ) =WW=TAT '"TAT '=TA,T' (1.69)

Dies bedeutet, dal die Weingarten Abbildung und die quadrierte Weingarten Abbildung
dieselben Eigenvektoren besitzen und die EFigenwerte A\g den Quadraten der Figenwerte A
und somit den Quadraten der Hauptkrimmungen entsprechen. Da

ttW = A1+ A2, detW =X Ay und det(W W) = detW detW
gilt, ist dies in Ubereinstimmung mit (1.66). Die Eigenwerte Ag sind wie die Eigenwerte A

reell (vgl. (1.56)).

Anmerkung 1.8 Neben der Figenwertzerlegung von Matrizen ist eine Singuldrwertzerlegung
definiert. Fiir eine Singuldrwertzerlequng einer quadratischen Matriz gilt allgemein:

A=UsVT (1.70)
mit
UUL =1 wund VVT=1

d.h. U und V sind zwei orthogonale Matrizen. Sie enthalten die (orthogonalen) Figenvek-
toren der symmetrischen Matrizen

AAT=UsVvIvsul =us, U’ (1.71)
und
ATA=vsulusvl=vs,VvT (1.72)
Ist A symmetrisch, so daff A AT = AT A gilt, folgt U =V und somit
A=Usu? (1.73)

mit S = A. Fiir kyy # kng ist T reguldr, aber i.a. nicht orthogonal. T ist orthogonal, falls
die Weingarten Abbildung symmetrisch ist. °
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1.8 Kriimmungsmafle von Graphenflichen

Zur Beschreibung von dreidimensionalen Flichen werden oftmals 2.5D-Reprisentationsfor-
men gewihlt. Ein Beispiel hierfiir ist das Digital Hohenmodell, das durch

(1.74)
x3 (u®)

gegeben ist. Durch diese Reprisentation vereinfachen sich die oben angegebenen Formeln der

differentialgeometrischen Groéflen. Die 1. Ableitungen nach den Flichenkoordinaten u® sind
in diesem Fall durch

1 0
Tig = 0 und ;9 = 1 (1.75)
T31

T3,2

gegeben, wodurch fiir die Komponenten und die Determinante des ersten Fundamentaltensors

2 2 2 2
gin=1+23; gra=2x31232 gu=1+25, g=1+2z3;+25,

(1.76)
folgt. Der Flichennormalenvektor ist durch
1 —3,1
N, = —— | —%32 1.77
gegeben. Die 2. Ableitungen lauten
0 0 0
i1 = 0 Ti12 = 0 Ti22 = 0
T3,11

(1.78)
T3,12

T3,22
Die Komponenten des zweiten Fundamentaltensors sind daher durch

Ly, = 2322 (1.79)
VI VI VI

gegeben. Seine Determinante lautet

[ = g ($3711 T392 — $:2))712) (1.80)
Basierend auf diesen Gréflen ergeben sich die Gauf’sche und mittlere Kriimmung zu
K = iz ($3711 T392 — 95:25,12) (1.81)
g
und
7 1(1 + 96%2) 311+ (1 + OC;Zgl) X3922 —2¥371 ¥32 ¥3.12 (1.82)
2 (1+ 95:23,1 + 95:252)%

Die Hauptkriimmungen folgen dann aus (1.45).
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Anmerkung 1.9 (Relation zwischen Hesse-Matrix und Weingarten Abbildung)
Vernachlissigt man die lokale Metrik ® , d. h. man setzt

Jap = 0ap (1.83)

und nutzt zur Bestimmung des zweiten Fundamentaltensors statt der Fldchennormalen die
x3.-Richtung ° , also

Log i= 2, %03 = 2348 (1.84)
mit
5 = ( 00 1 )T (1.85)
Jolgt fiir die Weingarten Abbildung '° aus (1.52)
W = 23,05 (1.86)

Die mit diesen Vernachlissigungen erhaltene Weingarten Abbildung entspricht somit der
Hesse-Matriz der Funktion z3 (u®)

Hozﬁ — 88T$3. _ ( 311 23,12 ) = 2348 (187)
T321 23,22

M= %) (1.88)

In der digitalen Signalverarbeitung wird diese Matriz héufig zur approzimativen Beschreibung
der lokalen Krimmungsverhilinisse des Signals verwendet. Im Gegensatz zur Weingarten
Abbildung nach (1.52) handelt es sich bei der Hesse-Matriz um eine symmetrische 2 x 2-
Matriz, so daf$ die Hauptkrimmungen und die Hauptkrimmungsrichtungen aus einer wie bei
Jihne 1989 5.135 angegebenen Hauptachsentransformation bestimmt werden kénnen. Analog
zu (1.67) gilt

HT = TA (1.89)

8Diese Vernachlissigung entspricht der Annahme von Koordinaten mit g11 = g22 = const. und g12 = 0, so
dafl nur ein gemeinsamer Mafistab zu beriicksichtigen ist, d. h.

gap = /4 bap

und der Festlegung, dafi g = 1.
®Diese Vereinfachung fithrt bis auf einen MaBstabsfaktor == zu identischen Ergebnissen, was aus einem

S

Vergleich mit
Lapg =1ni Ti0p = — T3,ap

NG

folgt, da die ersten beiden Komponenten der 2.Ableitungen Null sind.
19Berechnet man die Weingarten Abbildung nur mit der Annahme g11 = ¢g22 = \/g7, so gilt

1 1
Wg = 7 6% w3y = g e
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und
A=T'HT (1.90)
mat
[ cos¢ —sing B 2H,
T = ( sing  cosd ) und tan2¢ = T = fa (1.91)

wobei die Figenwerte den Hauptkrimmungen und der Winkel ¢ der Hauptkriimmungsrichtung
entsprechen. °

Anmerkung 1.10 (Quadratische Variation)
Zur Rekonstruktion von Flichen werden hdufig Funktionen zur Regularisierung ! benétigt,

die in der Regel auf einer Modellannahme bzw. Vorinformation tiber die Fliche basieren 12.
Stevenson und Delp 1992 geben die Funktion
S:/(z H? - K)dF (1.92)
F

3

als eine mégliche invariante Funktion '* an. Geht man davon aus, dafi die ersten Ableitungen

von x5, klein sind, also ™
23,0 2 0 (1.93)

so folgt, dafS die Determinante des Metriktensors g = 1 und ferner sich die (1.81) und (1.82)
vereinfachen zu:

7 2
K =~ 3,11 3,22 — $3712 (194)

X311 + %322
2

H = (1.95)
Setzt man diese Gréflen in (1.92) ein, so erhdlt man als Ergebnis das Integral iber die
quadratische Variation:
1
S = 5 /]__(95:23,11 +2 95:23,12 + 95:23,22) dF (1.96)
Der Ausdruck unter dem Integral ist die Spur der quadrierten Hesse-Matriz und somit die
Quadratsumme der Hauptkrimmungen. °

"Die Terme der zu minimierenden Funktion, die auf die zur Regularisierung eingefiihrten Funktionen (sta-
bilizers) basieren, werden auch als Stabilisierungsterme bezeichnet. Vgl. Delingette 1994a zur Regularisierung
von ebenen Kurven und Terzopoulos 1986 zur Regularisierung von 2.5D-Flachen.

2y6l. 2. B. Reif 1985: Die Vorinformation wird iiber sog. fiktive Beobachtungen mit Erwartungswert gleich
Null in das Gaufi-Markoff-Modell eingefithrt. Bei diesen Beobachtungen kann es sich z. B. um Krimmungen
bzw. 2.Ableitungen einer Funktion oder auch um eine andere Funktion z.B. die quadratische Variation
handeln.

13 Diese Funktion ist invariant, da zum einen K unabhingig von der Parametrisierung und der Einbettung der
Flache im Raum ist. Fiir das Vorzeichen von H gilt dies nicht, jedoch tritt nicht H, sondern das Quadrat der
mittleren Krimmung auf, sodaf hierfiir wiederum Unabhingigkeit von der Parametrisierung und Einbettung
im Raum gilt. vgl. auch dritte Fundamentalform in (1.49).

*Dies entspricht der Vernachlissigung der Metrik gemiB (1.83).
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Anmerkung 1.11 Zur Bestimmung der Krimmung einer Isolinie T wird der Normalenvek-
tor n;. in eine Fbene mit v3 7 = const. abgebildet und normiert

e . -0
Mo T . €a Lia 3. (197)

Vs g Jag g || 9 ||

mit e; o als Finheitsvektoren in Richtung der Achsen a = 1,2 des kartesischen Koordinaten-
sytems. Der Tangentenvektor an T folgt aus

toTnar =20 (1.98)

pAl

1 r3.2
t = — ’ 1.99
“T = oy | ( —31 ) (1.99)

Der Betrag der Kriimmung von Z kann dann mittels
k1| = [Hap tar tp1l (1.100)

bestimmt werden. Das Vorzeichen der Krimmung ist abhdngig von der Definition der Kur-
vennormalen n,.7 und des Tangentenvektors to. 1 1° .

1.9 Alternative Kriimmungsmafle

Neben der Gaufl’schen und mittleren Kriimmung gibt es alternative Krimmungsmafle, die
ebenfalls Funktionen der Hauptkriimmungen sind. Der wesentliche Unterschied zwischen die-
sen KriimmungsmafBen besteht in der unterschiedlichen Darstellung der Kriimmungsverhalt-
nisse, d.h. die unterschiedlichen Kriimmungsmafle fithren z. B. zu einer Rotation des zur Dar-
stellung der Kriimmungsverhéltnisse definierten ebenen Koordinatensystems (vgl. Besl 1990,
S.174). Zwei dieser Alternativen werden im folgenden aufgezeigt, sowie weitere Kriimmungs-
mafe angegeben.

Alternative A Ein Kriimmungsmaf ist die mittlere Krimmung

kn1 + K,
H = % (1.101)

Als zweites Kriimmungsmaf dient die Hélfte der Differenz der beiden Hauptkrimmungen

kn - kn
AH = % (1.102)

15Beide Vektoren kénnen jeweils fiir sich mit umgekehrtem Vorzeichen definiert werden. Dies ist abhingig
von der Parametrisierung der Fliche und der daraus resultierenden Flichennormalen, sowie von der (fiktiven)
Parametrisierung der Kurve 7, d.h. die Festlegung entscheidet ob die Normale einer geschlossenen Flache
oder Kontour nach innen oder auBen zeigt (vgl. Heitz 1988, S.104).
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Alternative B Die Kriimmungsmafle werden als Polarkoordinaten definiert:

_ kR

R? 5 = H?>+ AH? (1.103)
ky, AH

& = arctan(—22) — T = arctan(——) (1.104)
nl 4 H

Fiir @ = 0 liegt ein Nabelpunkt mit &, = const. # 0 und fiir ® = 7 liegt ein Minimalpunkt
(kn1 = —kp2) vor. Fiir einen Nabelpunkt Py mit &k, = const. = 0, d.h. die Fliche ist lokal
eine Ebene, ist ® unbestimmt.

Alternative C FEin weiteres Kriimmungsmaf ist die absolute Krimmung
kabs = |kn1| + |kn2| (1105)

(vgl. Farin 1988, 5.296).

Alternative D Auf der Grundlage der Normalkriimmungen kann weiterhin die durch-
schnittliche Kriimmung kj definiert werden. Sie ist im diskreten Fall durch

kg = ﬁ > k(1) (1.106)

PeN

mit A = Nachbarschaft und |A| = Anzahl der Punkte der Nachbarschaft gegeben (vgl.
Abschnitt 2.2).

Alternative E FEin weiteres, mit Alternative D eng verkniipftes Krimmungsmaf} 1463t sich
aus einer 3D-Hough-Transformation angeben (vgl. z. B. Krishnapuram und Casasent 1989).
Ist eine Tangentialebene 7 an die Fliche F durch ihre Normale n; 7 gegeben, so gilt:

d=n;7x;] = const. Vb eT (1.107)

Hierbei bezeichnet d den orthogonalen Abstand des Koordinatensystemursprungs von der
Tangentialebene. Fiir eine Nachbarschaft A" kénnen die Grofien

1

d=— NPT T 1.108
P (1.108)
und
1 _
o — it v —d)? 1.109
d |N| 1 PZZG;\/( ) ( )

bestimmt werden. o3 ist ein Maf}, das die Abweichung der Punkte von der Tangentialebene
kennzeichnet. Fiir o3 = 0 liegen alle Punkte der Nachbarschaft innerhalb der Tangential-
ebene.
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Alternative F Im Abschnitt 1.8 wurde die quadratische Variation als eine mogliche Regu-
larisierungsfunktion zur Rekonstruktion einer Graphenfliche vorgestellt. Die in (1.92) ange-
gebene allgemeine Regularisierungsfunktion 148t sich ebenfalls fiir 3D-Flichen aufstellen. H
und K konnen hierfiir durch die Komponenten der Weingarten Abbildung gemif (1.53) und
(1.54) dargestellt werden, so daf}

1

S = 5/(W} Wl +2W) Wi+ Wi W3)dF (1.110)
F

folgt. Der Ausdruck unter dem Integral ist wegen (1.56) positiv oder Null und entspricht der

Spur der quadrierten Weingarten Abbildung.

Fithrt man die bereits die in Abschnitt 1.8 fiir Graphenflichen angegebenen Vereinfachungen
ein, folgt hieraus direkt die in (1.96) dargestellte quadratische Variation. Diese kann wie
(1.110) zur Klassifikation von ebenen Flichenbereichen genutzt werden.

Diskussion Die aufgefiithrten alternativen Kriimmungsmafe geben wie die Gaufi’sche und
mittlere Kriimmung keine Information iiber die Kriimmungsrichtung. Sie konnen im wesentli-
chen nur zu einer Klassifikation von Flachen(bereichen) herangezogen werden (vgl. Abschnitt
6.1). Hierbei sind die Alternativen A und B der Gauf’schen und mittleren Kriimmung gleich-
wertig. Alternativen C, D und E bieten nur eine bindre Klassifikationsmoglichkeit, da es sich
nur um ein Kriimmungsmaf} handelt, welches gréfier oder gleich Null ist,

k=0 : Ebene
k >0 : beliebige andere Fliche

so daf§ die MafBe aus C und D gegeniiber den anderen dargestellten MafBen einen Informati-
onsverlust beinhalten. Dies gilt ebenso fiir die quadratische Variation und ihre Verallgemei-
nerung.

25



1.1 LdlldalVslcll Aw ool Lyl voldl 11l A Wil 1 i1adaculditcll 1111 1o

1.10 Analogien zwischen Kurven im R* und Flichen im R’

Bei der Darstellung der differentialgeometrischen Grundlagen von Flichen wurde bereits auf
Analogien zwischen GréBen zur Beschreibung von ebenen Kurven und Flichen im R? hinge-
wiesen. In Abb. 1-3 sind zur Verdeutlichung die entsprechenden Gréflen gegeniibergestellt
worden.

Bezeichnung C : xq(u) F ooz (u®)

1.Ableitung Tou Ti

1.Fundamentaltensor gc = Tau Tau JoB = Tia TiB
g = det (gap)

Cijk. Tj1 Tk,
Normale aus Ny, Toy = 0 n;, = 4”5“;” xjn,1 x,j2||
1 —T2u
Ny, = ||l’a,u l’a,u” ( wl,u )

2.Ableitung Lo un i,

2. Fundamentaltensor Lo =nq. o un Log =n; %08
[ = det (Lag)

.. _ 1 _
Kriimmungsmaf k= - Le Wg =97 Ly

Abb. 1-3: Analogien Kurve € R? - Fliche € R?
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2 Bestimmung von Kriimmungsmaflen aus beliebig verteil-
ten diskreten Flichenpunkten

In vielen Anwendungsbereichen sind die zu behandelnden Flichen nicht in parametrisierter
Form, sondern durch die Koordinaten diskreter Flichenpunkte gegeben. Im folgenden sol-
len solche Flichen betrachtet und Wege zur Bestimmung von KriimmungsmafBen aufgezeigt
werden.

Aufgabenstellung Gegeben seien die 3D-Koordinaten a; ; von Punkten P, € F. Gesucht
ist die Normalkrimmung einer durch die Punkte P, und P; gegebenen Flichenkurve, sowie
die Hauptkrimmungen im Punkt Pj.

Losung Die Aufgabenstellung kann folgendermaflen gelst werden:

¢ Bestimmung der Flichennormalen n; x
¢ Bestimmung der Normalkrimmung fiir die Flichenkurve durch P, und P

¢ Bestimmung der minimalen und maximalen Normalkriimmung fiir die Flichenkurve
durch die Punkte P, und P,, € N, wobei A/ die Nachbarschaft des Punktes P} bezeich-
net

Gauf’sche und mittlere Kriimmung kénnen dann mittels (1.47) und (1.48) bestimmt werden.
Die Gauf’sche Kriimmung kann ebenfalls basierend auf (1.51), d.h. ohne die Bestimmung
der Hauptkriimmungen, berechnet werden, falls eine Triangulierung vorliegt. Diese Vorge-
hensweise wird im folgenden ebenfalls beschrieben.

2.1 Flachennormalenvektoren

Fiir die Bestimmung der Flichennormalenvektoren n; in den Fliachenpunkten P kann die
jeweilige Momentenmatrix

My, = (ﬁ S (@i — wid) (T — wj.k)]?m) (2.1)

PreN
- > dind
N pirn
mit |A| gleich der Anzahl der Punkte der Nachbarschaft genutzt werden (Besl 1990, Fua und
Sander 1992). Hierbei konnen unterschiedliche Gewichte, z. B. als Funktion des Betrages von
d; ., beriicksichtigt werden. Es handelt sich bei der Momentenmatrix um eine 3 x 3 Matrix
mit i.a. vollem Rang. Besitzt sie fiir Nachbarschaften mit || > 3 keinen vollen Rang,
bestehen lineare Abhingigkeiten der Punktkoordinaten, z. B. liegen fiir |[A| = 3 die Punkte
in einer Ebene. In diesem Fall ist

det (ka) = Al AQ Ag =0
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und somit ein Eigenwert gleich Null. Falls Ay < Ay < A3 die Eigenwerte der Matrix ka
ungleich Null sind und 7 ,,, mit m € {1, 2, 3} die zugehorigen Eigenvektoren, dann gilt

g = M4

d.h. der Eigenvektor mit dem zugehé6rigen kleinsten Eigenwert ist der Flichennormalenvek-
tor:

Nk = {Mim | A = min{ A1, Ag, As}} (2.2)

Die so bestimmte Flichennormale ist orthogonal zu der ausgleichenden Ebene durch die
Punktwolke der Nachbarschaft A. Ist die Determinante von M;; gleich Null, so kann die
Flachennormale durch

_ Sk djpdig
H Elmn. dm.p dn.q H

bestimmt werden, wobei fiir P, und P, zwei beliebige Punkte der Nachbarschaft A" gewihlt
werden konnen, die nicht kollinear mit Py sind. Auf diese Weise kénnen mehrere Losungen
bestimmt und anschliefend gemittelt werden.

Falls eine Triangulierung vorliegt besteht eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung der Flachen-
normalen im Punkt P,. Hierzu werden die Flichennormalen der Dreiecke mit P als einem
Eckpunkt berechnet und gemittelt.

2.1.1 Mittelung von Flidchennormalenvektoren

Eine Mittelung von Flichennormalenvektoren ist erforderlich, wenn mehrere Flichennorma-
len nach (2.3) bestimmt wurden oder eine Triangulierung vorliegt und die Flachennormale
im Punkt P aus den Flichenormalen der anliegenden Dreiecke bestimmt werden soll. Die
Mittelbildung erfolgt in zwei Teilschritten (vgl. Forstner und Braun 1992). Zuerst wird
die Summe der Flichennormalen (ggf. unter Beriicksichtung unterschiedlicher Gewichte)
berechnet:

a
nE=Y hijp; (2.4)
i=1

mit a der Anzahl der Dreiecke und p; dem Gewicht der j. Flachennormale. Fiir diesen
Vektor gilti.a. || @ || # 1, so daBl er noch normiert werden mufl und sich somit der gesuchte
Flachennormalenvektor ergibt:

n; = L (2.5)

Wegen dieser Normierung kann (2.4) anstatt eines gewogenen Mittels benutzt werden. Die
Gewichte in (2.4) kénnen z. B. in Abhdngigkeit der Grofle der Dreiecke oder in Abhéngigkeit
von

dipdjq
np || ] dng |

cos p; = H (2.6)
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z. B.

p; =1 —|cos ;] (2.7)

oder einer Funktion beider Gréflen gewidhlt werden. Anstatt nur die Dreiecke, die direkt im
Punkt P, zusammenstofen, zu nutzen, kbnnen auch noch benachbarte Dreiecke miteinbezo-
gen werden (vgl. Chen und Medioni 1994).

2.2 Normalkrimmung

Zur Bestimmung des Betrages der Normalkriimmung einer Flichenkurve durch die Punkte
P, und P; seien die Normalenvektoren gegeben bzw. durch eines der oben beschriebenen
Verfahren bestimmt worden. Diese Normalenvektoren definieren eine Ebene ( Normalschnitt)
und weiterhin zusammen mit den Punktkoordinaten eine Kugel. Der Schnitt von Kugel
und Normalschnittebene ist ein Kreis, dessen Radius dem Kehrwert des Betrages der Nor-
malkriimmung entspricht. Es gilt

: | dis |l
5111(5) = 5p (2.8)
mit (, dem Zentriwinkel des Kreisbogens, und
| dirll =1l zes — i || (2.9)
der zugehdrigen Sehne. Weiterhin ist
G i = ||
= 2.10
sin( ) _ (2.10)
so dafy
’ || fois — R ||
o, 1) = L6 = Tk | (2.11)
| 20—l

folgt (vgl. Besl 1990, S.197). Das Vorzeichen der Normalkriimmung kann auf der Grundlage
der Vorzeichen von

. hiadig L R dig
cosdy = ———— und cosby = ——- (2.12)
| di |l | di |l
bestimmt werden. Unter der Annahme, dafi sich die Normalkriimmung kontinuierlich entlang
der Flachenkurve und nicht zu stark dndert, d.h. eine ausreichend hohe Punktdichte zur

Reprisentation der Fliche vorliegt, konnen folgende Fille auftreten:

cosap <0 | cosap =0 cosag >0
cosa; < 0 i + -
cosa; =0 + 0 -
cosa; >0 + - i
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Abb. 2-1: Bestimmung der Normalkriimmung

mit 4+ : positives Vorzeichen, konvex
- : negatives Vorzeichen, konkav
0 : Null
T : kann unter den getroffenen Annahmen nicht auftreten

Dies entsprlcht der Definition einer Vorzeichenfunktion wie in Hoffman und Jain 1987 oder
der bei Flynn und Jain 1989 angegebenen Fallunterscheidung

oo, 1) = Hha(k, D falls (L2 — i || <N (red+ 250) = (i + i) || (2.13)
e —|kn(k, D)) sonst '

2.3 Hauptkrimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen

Zur Bestimmung der Hauptkriimmungen werden die Normalkriimmungen fiir alle P, € A/
gemdB (2.11) berechnet und fiir die Nachbarschaft das Maximum und das Minimum bestimmt
(vgl. Arman und Aggarwal 1993).

Es seien P;; und P die Punkte der Nachbarschaft A, bei denen die Normalkriimmung
maximal bzw. minimal wird. Die zugehorigen Hauptkrimmungsrichtungen ergeben sich aus
den Koordinaten z; der beiden Punkte P, und des Punktes Py (nicht normiert):

ki(y)y = Tidy — Tik (2.14)

(vgl. Besl 1990).
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Abb. 2-2: Exzefl und Gauf’sche Kriimmung

Anmerkung 2.1 Bei dieser Vorgehensweise ist jedoch zu beachten, dafs i. a.
ki1kiz #0 (2.15)

gilt, so dafl die beiden so bestimmten Hauptkrimmungsrichtungen nicht orthogonal zueinander
sind. Die Abweichungen von der Orthogonalitdt der so bestimmien Hauptkrimmungsvektoren
wird 1. a. bei einer hohen Punktdichte mit gleichmdfiger rdumlicher Verteilung geringer sein
als bei geringer Punktdichte mit ungleichmdfiger Verteilung. Aus diesem Grund empfiehlt es
stch hier eine Flichenapproximation, wie in Abschnitt | beschrieben, durchzufihren und die
gesuchten Gréfien basierend auf dieser Fldchenapproximation zu bestimmen. .

2.4 Gaufy’sche Kriimmung

Neben den Hauptkriimmungen wird hiufig die Gauf’sche Kriimmung zur Beschreibung der
lokalen Kriimmungsverhiltnisse genutzt. In Besl und Jain 1986 und Stokely und Wu 1992
ist ein Verfahren zur Bestimmung der Gauf’schen Kriimmung angeben, das auf der Grund-
lage von (1.51) beruht, d.h. zu ihrer Bestimmung werden der Exzefl und die Fliche eines
geoditischen Dreicks genutzt.

Eine Flache F sei durch ebene Dreiecke reprisentiert. Ist Py kein Randpunkt der Fldche, so
gilt

3 Al
K=— 2.16
= (2.16)

AO:QW—ZOZ' und F:ZE

wobei #; den Winkel in Py, und F; die Fliche der Dreiecke angibt, die Py als Eckpunkt besitzen
(vgl. Abb. 2-2). Die Flidche der einzelnen Dreicke kann iiber die Heron’sche Flichenformel
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berechnet werden. Fiir die Herleitung von (2.16) kann man von einer C?-stetigen Fliche
F* ausgehen, die den Punkt Py und die Nachbarpunkte enthélt. Da K = const. fiir (1.51)
angenommen wurde, handelt es sich bei der Fliche F* um eine Kugel. Fiir die geoddtischen
Dreiecke dieser Kugel F*, die den ebenen Dreiecken zugehérig sind, gilt (1.50). Sind die
Dreiecke gleichseitig, so vereinfacht sich diese Formel zu

e=3a-7 (2.17)
Fiir die ebenen Dreiecke gilt

0=360—r (2.18)
Subtrahiert man (2.18) von (2.17), so erhdlt man

e=3a—-390
und ferner nach der Summation iiber alle Dreiecke (Horizontschluf})

e=30a;—> 0;)=3(2r—-> _6;)=3A0 (2.19)

Setzt man dieses Ergebnis in (1.51) ein, so erhdlt man (2.16). Sie ist somit nur streng
giiltig, wenn die Triangulierung aus gleichseitigen Dreiecken besteht. Die Abweichung zur
tatsdchlichen Gauf’schen Kriimmung wird umso gréfer sein, je stirker die Dreiecke von
dieser Forderung abweichen.

2.5 Mittlere Krimmung

Die mittlere Kriitmmung ergibt sich als Mittelwert der Hauptkriimmungen. Sie kann jedoch
auch aus den gem&f Abschnitt 2.2 bestimmten Normalkriimmungen ermittelt werden:

1
o= W %:pl En(k, 1) (2.20)

Die Gewichte p; sind hierbei als Funktion der Verteilung der Punkte P; um den Punkt Py
zu bestimmen. Ein weiteres Verfahren zur Bestimmung der diskreten mittleren Kriimmung
ist in Delingette 1994b beschrieben. Die Grundidee besteht in der Schitzung einer Kugel
und ihres Radius aus den Punktkoordinaten des Punktes P, und seiner Nachbarpunkte. Der
Betrag der mittleren Kriimmung ergibt sich dann als Kehrwert des geschitzten Radius.

2.6 Nachbarschaft

Fiir alle hier angegebenen Formeln wird eine Nachbarschaft A" benétigt. In Besl 1990, S.196
ist ein mogliches Kriterium zur Festlegung einer Nachbarschaft angegeben:

Nk, r)=A{xim ||| 2im — 2ix || < 7} (2.21)

Die Nachbarschaft A'(k,r) ist nach dieser Definition auf ein rein geometrisches Kriterium
gegriindet 6. In 2D werden alle Punkte innerhalb eines Kreises und in 3D alle Punkte

'$Bine solche sphirische Nachbarschaft wird z. B. von Fua und Sander 1992 genutzt.
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Abb. 2-3: Nachbarschaftsproblematik

innerhalb einer Kugel mit Radius r zu dieser Nachbarschaft gezihlt. Dies ist in einigen
Féllen nicht ausreichend. Es ist vielmehr notwendig, topologische Information zu nutzen,
falls diese, z. B. durch eine vorangegangene Triangulierung, zur Verfiigung steht.

Eine weitere Moglichkeit eine Nachbarschaft zu definieren besteht in der Festlegung der An-
zahl der Punkte der Nachbarschaft |A]. In diesem Fall werden die |N| nichsten Punkte in
die Nachbarschaft eingefiithrt. Dies fithrt jedoch auch auf die oben bereits angesprochene
Problematik

Beispiel 2.1 (2D) Durch eine Punktmenge sei ein Bereich gegeben, in dem sich ein schma-
les langestrecktes Loch befindet. Der Rand des Loches sei durch Punkte festgelegt, jedoch sei
keine topologische Information vorhanden. Basierend auf dem Nachbarschaftskriterium aus
(2.21) werden bei einem zu grofien Radius auch Punkte von dem gegeniiberliegenden Rand des
Loches miteinbezogen. Wird der Radius zu klein gewdhlt ist ggf. N'(k,r) = 0. Um dies zu ver-
meiden kann der Radius so bestimmt werden, dafi eine Mindestanzahl von Punkten innerhalb
der Nachbarschaft garantiert wird. Hierbei bleibt jedoch die Problematik der Einbeziehung
von Punkten, die topologisch gesehen keine Nachbarn sind, bestehen. a

Beispiel 2.2 (3D) Fine beliebige Fliche im 3D sei durch die Koordinaten x; , der Fldichen-
punkte P, gegeben. Weiterhin seien Punkte gegeben, die nicht der Fldche angehéren. Neben
der bereits im vorangegangenen Beispiel aufgezeigten Probleme treten in diesem Fall bei der
Anwendung des Nachbarschaftskriteriums fir N'(k,r) noch andere Probleme auf. Dies betrifft
allgemein folgende Fille:

e P& F, PbEN(k,T)

o P,eF, PoeN(k,r), Py sei kein topologischer Nachbar von Py

Im ersten Fall fiihrt die alleinige Anwendung des Nachbarschaftskriteriums zur Einbeziehung
von Punkten, die nicht zur Fldiche gehéren. Um eine solche Finbeziehung auszuschlieffen ist
eine Kennzeichnung, ob die Punkte zur Fliche gehdren oder nicht, ausreichend. (Erfassung
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der Kennzeichnung bei Messung, Kennzeichung unterschiedlicher Flichen oder Fldichenseg-
mente vs. automatische Zuordnung von Punkten zu Flichen oder Flichensegmenten). Der
zweite Fall tritt auf, wenn

1. Py und Py gegeniiberliegende Punkte des Randes eines langgestreckten Loches sind (vgl.
Beispiel 2D) oder

2. Py und Py Punkte einer stark gefalteten Fliche sind und der Abstand der Falten kleiner
als r ist.

In diesem Fall ist topologische Information zur Vermeidung der Finbeziehung solcher Punkte
in die Nachbarschaft notwendig. a
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3 Bestimmung von Kriimmungsmaflen aus diskreten Fli-
chenpunkten eines Rasters u“

In vielen Anwendungen werden die Flichenkoordinaten «® der Flichenpunkte Py rasterférmig
vorgegeben, z. B. bei der Rastermessung mittels analytischem Plotter fiir die DHM-Generie-
rung oder bei der Messung von range images 7. Aus diesem Grund ist es sinnvoll spezielle
Formeln zur Berechnung von Kriimmungsmaflen fiir diese Anwendungen anzugeben. Hierbei
ist von Vorteil, daf§ die Topologie implizit durch das Raster u® reprisentiert wird und so-
mit Nachbarschaften eindeutig festgelegt sind. Die Festlegung auf die Rasterreprisentation
z;. = x; (u®) = x;(r, c) fiihrt zu Einschrdnkungen in der Art der Fliche. Die Flache muf} sich,
zumindest lokal, topologisch auf ein Raster abbilden lassen. Solche Flichen sind z.B. gene-
ralisierte Zylinder bzw. Torsen, aber auch Ellipsoid- und Kugelausschnitte bei entsprechen-
der Wahl der Parametrisierung. Fiir die hier angesprochenen Flichen kénnen grundsitzlich
alle in Abschnitt 2 behandelten Verfahren genutzt werden. Durch die Rasterreprisentation
der Fliche bietet sich jedoch auch die Méglichkeit, die notwendigen Ableitungen nach den
Flachenkoordinaten zu bestimmen und dann die in Abschnitt 1 angegebenen Formeln zur
Bestimmung der gesuchten Gréflen anzuwenden (vgl. hierzu auch Abschnitt 5).

3.1 Flachennormalenvektoren

Die Bestimmung der Flichennormalen in einem Punkt P kann mittels (2.1) erfolgen, wobei
als Nachbarschaft A(k) die 4er- oder 8er-Nachbarschaft gewdhlt werden kann. Zur Beriick-
sichtigung der unterschiedlichen Distanzen im Raster sollte bei der 8er-Nachbarschaft eine
Gewichtung durchgefiithrt werden.

Eine weitere Moglichkeit besteht in der Berechnung der Flichennormalen der Dreiecke, die
durch die gegenseitig benachbarten Punkte P, und P, in der Nachbarschaft A(k) und dem
Punkt P, gebildet werden und der anschliefenden Mittelung dieser Flichennormalen. Die
Vorinformation einer Triangulierung wird durch die Topologie des Rasters ersetzt.

Die dritte Moglichkeit ergibt sich, wie oben bereits angesprochen, aus der Rasterreprisenta-
tion. Aufgrund dieser Repridsentation kénnen die Ableitungen nach den Flichenkoordinaten
gemaB (1.3) mittels Ableitungsoperatoren bestimmt und hieraus geméf (1.4) die Flachennor-
male berechnet werden.

17Tn Besl und Jain 1986 wird die Aussage gemacht, daf alle Entfernungsbilder 2.5D-Flichen sind. Diese
Aussage driickt eine Einschrankung der hierauf basierenden Verfahren zur Bearbeitung von allgemeinen 3D-
Flachen aus. Diese Einschrinkung besteht in der Tatsache, da} z,. := u® als fehlerfrei angenommen werden
und nur z3. als Beobachtung betrachtet wird (vgl. Arman und Aggarwal 1993). Bei einem mit Polarko-
ordinaten arbeitenden Sensor entsprechen die Fliachenkoordinaten «® den Grund- und Aufwinkeln, z; dem
Radius bzw. der Entfernung. Eine Repriasentation als 2.5D-Flache hat somit den Vorteil, dafi die Entfernung
zwischen einem beobachteten Punkt und dem Sensor explizit gegeben ist. Demgegeniiber hat eine vollstindige
3D-Reprisentation den Vorteil, dafl alle #; als fehlerhaft behandelt werden und in einem lokalen oder iiber-
geordneten kartesischen Koordinatensystem gegeben sein kénnen. Grund- und Aufwinkel sind weiterhin die
Flachenkoordinaten «*. Sie dienen hier im wesentlichen nur zur Reprisentation der Topologie. Die Entfernung
zwischen Punkt und Sensor ist nicht mehr explizit gegeben. Die Aussage von Besl und Jain 1986 ist daher
dahin zu erweitern, daf} sich eine ganze Reihe von Fliachen topologisch auf ein Raster abbilden lassen.
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Abb. 3-1: Beispiele zur topologischen Abbildung auf ein Raster

3.2 Normalkriimmung

Die Normalkriimmung einer Flichenkurve durch einen Punkt P, und den Punkt Py kann
mittels (2.11) und (2.12) bestimmt werden. Durch das Raster bzw. die Flichenkoordinaten
u” kann die Normalkriimmung einer Flichenkurve durch diese Punkte in der Nachbarschaft

N (k) auch basierend auf

1 ! ! d o d ﬁ
kn =N x; = Laﬁua uﬁ = N T a8 (dL) (dL) = ni.wi,aﬁfaﬁ (31)
S S

wobei fo7 Faktoren bezeichnet, die richtungsabhingig und somit auch metrikabhingig sind
18 Die Richtung ist durch den Punkt P, gegeben. Fiir die 4er-Nachbarschaft vereinfacht sich
(3.1) zu

kn = ni.xi,aafaa (32)

3.3 Hauptkrimmungen und Hauptkriimmungsrichtungen

Basierend auf den Fldchenkoordinaten (u®); und den gemessenen Koordinaten ;) kdénnen
die Weingarten Abbildung, sowie deren Figenwerte und Figenvektoren bestimmt werden, die
den Hauptkrimmungen und den Hauptkriimmungsrichtungen entsprechen.

Flynn und Jain 1989 gehen bei ihrem Vergleich von Verfahren zur Bestimmung von KriimmungsmaBen
einer 2.5D-Flache von einem orthogonalen Raster aus, so dafi g12 = 0 ist, und setzen g11 = g22 = 1, so daf} sie
mit Standardableitungsoperatoren die jeweilige Richtungsableitung bestimmen kdénnen.
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4 Bestimmung von Kriimmungsmaflen auf der Basis von
Flichenapproximationen

In Abschnitt 2 und Abschnitt 3 wurden Verfahren zur Bestimmung von Kriimmungsmaflen
direkt auf der Grundlage der diskreten Punktgeometrie diskutiert. Eine weitere Moglichkeit
besteht in der Approximation der diskreten Fliche durch eine Funktion und Bestimmung
der Kriimmungsmafle basierend auf dieser Funktion. Die Vor- und Nachteile dieser beiden
Vorgehensweisen werden im Abschnitt 5 diskutiert. Als Funktionen kénnen z.B. beliebige
Polynome der Flichenkoordinaten gewidhlt werden, deren Koeflizienten aus den vorliegenden
Daten zu bestimmen sind. Die Bestimmung der Krimmungsmafle kann dann mittels der
Koeffizienten auf analytischem Weg erfolgen. Der Grad der Polynome muf} so gewidhlt werden,
dafl auch die benotigten Ableitungen bestimmt werden kénnen. Ferner ist anzumerken, dafl
die Wahl des Grades auch das Ergebnis der Approximation beeinflufit, da hierdurch der Typ
der Fliche mitbestimmt wird. Die Verwendung von Splines ist eine andere Méglichkeit fiir
die Wahl der Funktionen. Grundlagen von Splines sind in Reifl 1985, Farin 1988 und Hoschek
und Lasser 1989 beschrieben

Bei den Verfahren zur Flachenapproximation ist zwischen lokalen und globalen Verfahren zu
unterscheiden. Lokale Verfahren sind Verfahren, die fiir jeden Punkt Py eine Flichenappro-
ximation bestimmen 9. Hierbei ist keine Stetigkeit zu der Flichenapproximation in einem
Nachbarpunkt gewihrleistet. Diese Verfahren dienen aus diesem Grund in der Regel nur zur
Bestimmung von Flacheneigenschaften direkt im Punkt Py (vgl. Haralick et al. 1983). Glo-
bale Verfahren zur Flachenapproximation garantieren Stetigkeit iiber den gesamten Bereich
der Approximation und dienen hiufig der Glattung und/oder der Interpolation von Daten
20 wobei auch Unstetigkeiten beriicksichtigt werden kénnen (vgl. Reifl 1985, Stevenson und
Delp 1992).

Im folgenden sollen lokale Verfahren betrachtet werden, die die Bestimmung von Polynomen
und hieraus die direkte Bestimmung von Kriimmungsmaflen zum Ziel haben.

4.1 Lokale Approximation von 2.5D-Fliachen

In diesem Abschnitt werden lokale Approximationen von Graphenflichen z3 = 2z35(2,.) in
einem Punkt P, behandelt. Das Grundprinzip besteht aus der Approximation der Fliche
durch ein Polynom

z3(u) = Zn: 3. 4B (ul)A (uz)B (4.1)

A+B=0

wobei u® die lokalen Flachenkoordinaten mit v = To; = %o — ZTak, n den Grad des
Polynoms, a3 4p die Koeffizienten des Polynoms und F; die Punkte in der Nachbarschaft
N(k,r) bezeichnen. Je nach dem Grad des gewiinschten Poylynoms und somit der Anzahl
der Koeffizienten sind die Nachbarschaften zu wéhlen, z. B. :

®Eine bereichsweise Flichenapproximation kann durchgefiihrt werden, wenn bereits eine (ggf. grobe) Seg-
mentierung vorliegt. FEine solche Approximation bildet eine Ubergangsstufe zwischen lokalen und globalen

Verfahren.

2°Hierzu konnen auch bereichsweise Flichenapproximationen dienen.
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n=1 3 Koeffizienten |N]|> 2Punkte
n=2 6 Koeffizienten |N]|> 5Punkte
n =3 10 Koeffizienten |N| > 9Punkte

Die letzte Spalte gibt die Anzahl der erforderlichen linear unabhidngigen Punkte an, wobei der
Punkt Py nicht mitgezdhlt wird. Befinden sich mehr Punkte in der festgelegten Nachbarschaft
N(k,r) kann eine Ausgleichung zur Bestimmung der Koeffizienten durchgefiihrt werden. Die
Beobachtungsgleichung lautet fiir n = 3 :

%3, + €3, = 3,00 + a3.10 (Ul) + as.o1 (UZ) + as.20 (U1)2 + as.11 (Ul) (UZ) + as.02 (U2)2 (4.2)

+as.30 (U1)3 + as.21 (U1)2 (UZ) + az.12 (Ul) (U2)2 + 03.03(U2)3
und in Matrizensschreibweise fiir alle Beobachtungen
X3 +e3 = X ag, (4.3)

mit der Koeflizientenmatrix
X=| 1wt @ @2 ) @P @ ) WHR? )P | (14)

und dem Parametervektor der gesuchten Koeflizienten

a = (03.007 4310, 43.01, 43.20, 43.11, 43.02, 43.30, @¢3.21, ¢3.12, 03.03)T (4-5)
Besitzt die Koeflizientenmatrix vollen Spaltenrang, so ist
a=XTPX)'XTPxs, (4.6)

mit der Gewichtsmatrix P. Sind die Beobachtungen x5 unabhingig voneinander, ist P eine
Diagonalmatrix. Die einzelnen Gewichte kénnen in Abhdngigkeit der Entfernung vom Punkt
P, gewidhlt werden. Neben dem vollen Spaltenrang der Koeffizientenmatrix ist auf die Nu-
merik zu achten. Numerische Schwierigkeiten kénnen bedingt durch stark unterschiedliche
Groflenordnungen der Diagonalelemente der Normalgleichungsmatrix auftreten.

In den beiden folgenden Abschnitten werden, wie bereits fiir die Bestimmung von Kriim-
mungsmaflen diskreter Flichen, zwei Félle unterschieden. Im ersten Fall handelt es sich um
beliebig verteilte Stiitzpunkte, im zweiten um Stiitzpunkte eines Rasters. In beiden Féllen
wird angenommen, daf} z,. fehlerfrei und fest sind.

4.1.1 2.5D-Fliachen beliebig verteilter diskreter Flichenpunkte

Die Beobachtungsgleichung ist durch (4.2) gegeben. Die Koeffizientenmatrix X ist von Punkt
zu Punkt wegen der unterschiedlichen Geometrie und Anzahl der Nachbarpunkte verschie-
den. Durch die unterschiedliche Geometrie ist insbesondere hier eine Uberpriifung auf einen
Rangdefekt der Normalgleichungsmatrix erforderlich. Die Gewichte bzw. die Diagonalele-
mente der Gewichtsmatrix kénnen als Funktion des Abstandes d? = 7, T, gewihlt werden.
Das resultierende Normalgleichungssystem ist somit fiir jeden Punkt neu aufzustellen und zu
l6sen.
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4.1.2 2.5D-Flachen diskreter Flachenpunkte eines Rasters u®

Durch den Bezug auf ein Raster ist die Geometrie der Nachbarpunkte, sowie deren Anzahl,
z.B. 3 X 3 oder 5 x 5, fest. Dies hat zur Folge, daf} auch die Koeflizientenmatrix X und die
Gewichtsmatrix P fest sind, und somit auch das Normalgleichungssystem fest ist. Es gilt

a=(XTPX)'XTPx3 =Mxs, (4.7)

Die Matrix M kann vorab bestimmt werden. Ihre Zeilen sind Faltungskernen zur Bestimmung
der Koeffizienten as 4p vergleichbar (vgl. Haralick und Watson 1981).

4.2 Lokale Approximation von 3D-Fliachen

Die lokale Approximation von 3D-Flichen ist eine Verallgemeinerung des im Abschnitt 4.1
erliuterten Verfahrens. Die grundlegende Gleichung zur Bestimmung der Approximation
lautet hier:

z(u) = Zn: @; AB (ul)A (uz)B (4.8)
A+B=0

(vgl. Hoschek und Lasser 1989). In den folgenden Abschnitten werden nur kurz Unterschiede,
die sich aus der Verallgemeinerung ergeben, erértert.

4.2.1 3D-Flachen beliebig verteilter diskreter Flachenpunkte

Ist die Fliche als diskrete Punktwolke gegeben, so sind zur Anwendung der (4.8) Flichenko-
ordinaten zu definieren. Fiir diese Flachenkoordinaten mufl z; = x; (u®) eindeutig sein. Im
Fall von Graphenflichen z3 = z5(2,.) ist dies sichergestellt. Ein hier méglicher Losungweg
ist folgender:

o Festlegung der Nachbarschaft AV'(k,r)

¢ Bestimmung einer Ebene, auf die die Punkte der Nachbarschaft eindeutig abgebildet
werden kénnen, z. B. eine Ebene senkrecht zu n; or gemaf (2.1)

o Projektion der Punkte P; € N'(k,r) auf diese Ebene

Die so erhalteten Ebenenkoordinaten konnen als Flachenkoordinaten u® dienen und (4.8)
genutzt werden. Diese Vorgehensweise wird in Abschnitt 4.2.3 ndher erldutert.

4.2.2 3D-Flachen diskreter Flachenpunkte eines Rasters u®

Das Approximationsverfahren ist eine direkte Verallgemeinerung der lokalen Approximation
von 2.5D-Fliachen diskreter Flichenpunkte eines Rasters. Die Koeflizientenmatrix ist fest.
Die Gewichte kénnen hier als Funktionen der Distanz im Raster u® oder des euklidischen
Abstandes gewidhlt werden. Im ersten Fall ist P fest, im zweiten ist die Gewichtsmatrix von
Punkt zu Punkt verschieden, und somit das Normalgleichungssystem fiir jeden Punkt neu
aufzustellen und zu berechnen. (vgl. Stokely und Wu 1992)
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4.2.3 Lokale 2.5D-Repréasentation

In Arman und Aggarwal 1993 ist ein Verfahren zur Glattung von 3D-Flichen zitiert, welches
lokal auf der Basis einer 2.5D-Fliche arbeitet. Die Grundziige dieser lokalen 2.5D-Reprisen-
tation sollen hier kurz dargestellt werden.

Gegeben seien diskrete Punkte einer Flache F im Rasterformat P, € F mit @;,(u®). Aus-
gehend von diesen Daten werden die ersten Ableitungen x;j, und hierauf basierend die
Flichennormalenvektoren n;; bestimmt ?'. Diese Flichennormale definiert eine Tangen-
tialebene 7 an die Fliche F. Werden innerhalb dieser Tangentialebene zwei orthogonale
Vektoren definiert, so ist hierdurch ein lokales kartesisches Koordiantensystem S5; rotato-

{
risch festgelegt. Hierbei soll die Flichennormale n; parallel zur z5-Achse sein. Mit der
{
Festlegung, dafl z;; = 0, ist dieses lokale System auch translatorisch festgelegt, so dafl die
Transformationen

! !
T =T ey, baw. xp = e (T — @) (4.9)

gelten, wobei €;;; die Rotationsmatrix von S5; nach S ist. Unter der Voraussetzung, daf} es
sich nicht um eine stark gefaltete Fliche handelt ist somit die 3D-Fliche lokal durch eine

{ {
2.5D-Fliche 23 (2,.) reprisentiert.

4.3 Art und Grad der Polynome

Bei den in den vorherigen Abschnitten zur Flichenapproximation genutzten Polynome han-
delte es sich um beliebige Polynome. Nutzt man orthogonale Polynome anstatt beliebiger
Polynome entstehen dadurch Vorteile, die im folgenden aufgezeigt werden sollen. Diese Vor-
teile betreffen auch die ggf. durchzufithrende Bestimmung des Polynomgrads. Bei dieser
Bestimmung handelt es sich um eine Modellidentifikation, d.h. die Art der zur Approxima-
tion verwendeten Fliche wird neben den Koeflizienten selbst mitbestimmt. Aspekte beziiglich
des Polynomgrades werden anschlieflend diskutiert.

4.3.1 Orthogonale Polynome

Orthogonale Polynome sind Polynome deren Koeffizienten voneinander unabhingig sind. Ein
Beispiel fiir orthogonale Polynome ist eine Fourier-Reihe. Die Unabhingigkeit der Koeffizien-
ten driickt sich in der Form der Normalgleichungsmatrix aus. Im Falle orthogonaler Polynome
ist die Normalgleichungsmatrix eine Diagonalmatrix. Die Bestimmung der Koeflizienten be-
steht daher nicht aus einer aufwendigen Inversion der Normalgleichungsmatrix, sondern es
kénnen, zumindest bei einer Rasterrepridsentation, zur Bestimmung jedes einzelnen Koeffi-
zienten die erforderlichen Gleichungen explizit angegeben werden (vgl. Besl und Jain 1986,
S.59, Stokely und Wu 1992). Weiterhin ergeben sich Vorteile bei der Bestimmung des Poly-
nomgrades aufgrund der Orthogonalitit, was im folgenden Abschnitt diskutiert wird.

2loof Mittelung in einer Nachbarschaft A
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4.3.2 Polynomgrad

7Zu Beginn des Abschnittes iiber Flichenapproximationen wurde bereits der notwendige Grad
der Polynome angesprochen, sowie auf die Tatsache hingewiesen, dafl die Wahl des Grades
auch das Approximationsergebnis beeinflult, da hierdurch der Flachentyp mitbestimmt wird.
Im folgenden sollen hierzu weitere allgemeine Hinweise gegeben werden.

Der Polynomgrad n und die Anzahl |[A| der Punkte der Nachbarschaft stehen in direktem
Zusammenhang. Je gréfler n, desto

o grofer ist die Anzahl |V der Punkte, die zur Schitzung der Koeffizienten herangezogen
werden miissen.

e eher ist bei einer rauhen Fliche nach der Signifikanz der bestimmten Koeflizienten im
Punkt Py zu fragen.

o grofler wird der Rechenaufwand pro Punkt.
Je groBer |V gegeniiber n ist, desto

o eher kénnen Punkte miteinbezogen werden, die die Schitzung der Koeflizienten verfil-
schen (rauhe Fliche), jedoch nicht hdtten miteinbezogen werden diirfen, da sie bereits
zu einer anderen lokalen Struktur gehéren.

e besser wird bei einer glatten Fliche (entsprechend der Wahl des Polynomgrads) der
Einflufl des Rauschens gemindert sein.

Aus diesen Griinden ist die jeweilige Nachbarschaft in Abhingigkeit von der Rauhigkeit der
Flache und der jeweiligen Anwendung zu wihlen. Hierbei wird man einen Kompromif} zwi-
schen der durch die Approximation gewiinschten Glattung und der lokalen Informationser-
haltung finden miissen.

Bei der Bestimmung der Koeflizienten handelt es sich um eine Ausgleichung im Gauf-Markoff-
Modell, so daB} die Koeffizienten fiir einen vorgegebenen, ausreichend hohen Polynomgrad
bestimmt und auf ihre Signifikanz getestet werden koénnen. Fine Anpassung des Polynomg-
rads kann dann dadurch erfolgen, dafl beginnend mit den Koeffizienten des héchsten Grades
ihre Signifikanz getestet wird. Wird hierbei festgestellt, daf} ein Koeffizient nicht signifikant
ist, wird eine erneute Bestimmung der Koeffizienten ohne den als nicht signifikant erkannten
Koeffizienten durchgefiihrt. Dieser Ablauf wird wiederholt bis alle bestimmten Koeflizienten
einer solchen Iteration signifikant sind.

Bei orthogonalen Polynomen kénnen alle Koeffizienten auf Signifikanz getestet und ggf. ge-
strichen werden. Bedingt durch ihre Unabhingigkeit ist es nicht notwendig, nach dem Aus-
sondern der als nicht signifikant erkannten Koeflizienten eine erneute Bestimmung der ver-
bleibenden Koeffizienten durchzufiihren (vgl. Koch 1987).

Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung des Polynomgrads und somit der Art der Appro-
ximationsfliche zeigen Besl und Jain 1988 auf. Sie beginnen mit der einfachsten Hypothese,
d.h. die Fliche F sei lokal durch eine Ebene zu approximieren. Diese Hypothese wird auf
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der Grundlage der beobachteten Daten und der geschitzten Koeffizienten der Flichenap-
proximation getestet. Wird sie angenommen, ist der Polynomgrad und die Flichenapproxi-
mation bestimmt. Wird sie nicht angenommen, wird der Polynomgrad um eins erh6ht und
die beschriebenen Arbeitsschritte wiederholt. Bei dieser Vorgehensweise ist ein maximaler
Polynomgrad als ein Abbruchkriterium vorzugeben.

Newman et al. 1993 geben einen Algorithmus zur modellgestiitzten Klassifikation von Flichen
2.0rdnung an. Nach einer Segmentierung erfolgt eine Approximation der Fliche durch vor-
gegebene Modellflichen 2.0rdnung. Hierbei werden Kugeln, Zylinder, Kegel und Ebenen be-
nutzt. Fir jede Approximation wird ein Fehlermaf} basierend auf der Summe der Abstinde
der Punkte von der Fliache berechnet. Dieses Fehlermaf} charakterisiert die Giite der jeweili-
gen Approximation. Fiir die weiteren Bearbeitungsschritte wird die Approximation mit dem
kleinsten Fehlermaf} verwendet.

Neben diesen aufgezeigten Vorgehensweisen besteht jedoch auch die Moglichkeit einer direk-
ten Schitzung des Polynomgrades (vgl. Koch 1990, S.83).

4.4 Bestimmung der Ableitungen

Sind die Koeffizienten a; 4p der (4.8) bekannt, so kénnen die Ableitungen analytisch bestimmt
werden. Im folgenden sind die ersten und zweiten Ableitungen fiir eine 2.5D-Fldche basierend
auf (4.1) mit einer Approximation vom Polynomgrad n = 3 angegeben:

ox

WZ){ = az10+ 2 azz0 (u') + az1 (u?) + 3azso (u')? + 2 az0 (u') (u?) + azqz (u?)?* (4.10)

ox

W?; = azo1 + azq1 (') + 2 azo0 (u?) + azo (u')? + 2az12 (u)(u?) + 3 azes (u?)? (4.11)
Pws _ 46 asso (ul) + 2 azan (u?) (4.12)
(9ul)? — 2@3.20 330U az.21 (U .
OT5 _ynt2a (u!) + 6 az.03 (u?) (4.13)
@) 3.02 3.12 3.03 .
D85 2 s (u1) + 2asas () (1.14)
Jul dud a3.11 az.21 (U az12(u .

Die Bestimmung der Ableitungen fiir eine 3D-Fliche erfolgt analog.
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5 Numerische Aspekte

Die Bestimmung differentialgeometrischer Gréfien basiert auf den 1. und 2. Ableitungen der
kartesischen Koordinaten z; nach den Flichenkoordinaten u®. In den vorherigen Abschnitten
wurden Wege zur Bestimmung dieser Ableitungen aufgezeigt. FEinige Vor- und Nachteile
dieser Losungsansitze sollen im folgenden diskutiert werden. Hierzu wird angenommen, dafl
die Fliche in einer Rasterrepriisentation gegeben ist ?2. In diesem Fall bestehen wie oben
beschrieben zwei Moglichkeiten (vgl. Arman und Aggarwal 1993):

e numerische Differentiation auf der Grundlage der beobachteten Daten z; und der durch
die Rasterreprdsentation gegebenen Flichenkoordinaten u®

oder

o Approximation der durch diskrete Punkte beschriebenen Fliche F durch eine analy-
tisch beschreibbare Fliche F* und analytische Bestimmung der Ableitungen auf der
Grundlage dieser Flachenapproximation.

Die numerische Differentiation bietet den Vorteil, dafi sie die Daten direkt beriicksichtigt
und daf sie mittels einfacher Ableitungsoperatoren durchgefiihrt werden kann (vgl. Arman
und Aggarwal 1993, S.36, Besl 1990, S.186). Auf der anderen Seite ist bekannt, daf bei
verrauschten Daten durch numerische Differentiation der Einflufl des Rauschens verstarkt
wird.

Beispiel 5.1 Sei x ~ N(0,021).

o 1. Ableitung Dy = [ 1 -1 ]: Mt Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt:

2
2 _ _ Op 0 1 _ 2
UDln_(l 1)(003)(—1)_2%

o 2. Ableitung Dy = [ 1 -2 1 ]: Mt Fehlerfortpflanzungsgesetz folgt:

1

o? 0
oham=(1 -2 1) 00 0 2 | =602
0 i3

O 3w O

) 1

a

22Piir durch Dreiecke reprisentierte Flichen wird es, insbesondere bei einer ungleichmafigen Punktvertei-
lung, sinnvoll sein, eine Approximationsfliche F* zu bestimmen und die weiteren Berechnungen auf der Basis
der fiir diese Fliche F* definierten Flichenkoordinaten durchzufithren. Vgl. hierzu auch die Anmerkung zur
Bestimmung der Hauptkrimmungen und Hauptkrimmungsrichtungen in Abschnitt 2.
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Beobachtung z;.

OP(z;) — T,

Berechnung von @, , gop

OP(@' a) — T Op(ﬁi.) —

Ell

D(Tiw) — Tiap

Berechnung von L,z

Berechnung von W¢

Berechnung der Hauptkriitmmungen, Hauptkrimmungsrichtungen

oprP Approximation oder Glattung
D analytische oder numerische Differentiation

Abb. 5-1: Prinzipielle Losungsansitze
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Weiterhin handelt es sich bei der Differentiation von durch Punkten gegebenen Flichen um
ein schlecht gestelltes Problem (vgl. Torre und Poggio 1986). Aus diesen Griinden ist vor der
numerischen Differentiation eine Glattung bzw. eine Regularisierung der Daten notwendig.
Arman und Aggarwal 1993 zeigen einige Verfahren zur Glittung auf. Hierbei handelt es
sich im wesentlichen um Verfahren, die aus der digitalen Bildverarbeitung stammen und,
zumindest fiir Graphenflichen 22, direkt anwendbar sind.

Anmerkung 5.1 Fin in Arman und Aggarwal 1993 zitiertes Verfahren geht nach der Trans-

formation in ein lokales Koordinatensystem (vgl. Abschnitt 4.2.3) davon aus, dafs alca. fehler-
frei sind und somit lokal die aus der digitalen Bildverarbeitung bekannten Gldttungsverfahren,

. . . . l l .
z. B. gewichtete Mittelbildung oder Median, fir xs., d.h. zur Berechnung von Azs, einge-
setzt werden kénnen. Die berechneten Anderungen kénnen dann zuricktransformiert werden,

so daf

Pt , 1t
$i.};+1 = $Z}; + €51 A$]‘.k mat Awa.k =0 (5.1)

das Frgebnis darstellt. °

Die analytische Bestimmung der Ableitungen von F* erfordert eine Bestimmung der Po-
lynomkoeffizienten, die Ableitungen konnen dann aber mittels dieser Koeffizienten leicht
angegeben werden (vgl. Abschnitt 4.4). Die Approximation schliefit gleichzeitig eine ge-
wisse Glattung der Daten mit ein. Der wesentliche Nachteil einer Approximation besteht
jedoch in der Tatsache, daf} fiir alle Punkte ein identischer Flichenansatz, z. B. quadratisch,
vorab gewihlt wird. Eine optimale Anpassung des Polynomgrads erfolgt in der Regel nicht,
da hiermit wiederum ein erhéhter Rechenaufwand verbunden wéire. Weiterhin werden zur
Bestimmung der Flichenapproximation i.a. alle Punkte einer Nachbarschaft einbezogen.
Diskontinuitdten werden daher nicht beriicksichtigt.

Beide Losungsansitze haben gemeinsam, dafl eine Entscheidung iiber die Grofle der Nachbar-
schaft getroffen werden muf}, auf deren Basis die numerische Differentiation oder die Approxi-
mation durchgefithrt wird. Die méglichen Losungsansitze sind in Abb. 5-1 zusammengefaf3t.

Flynn und Jain 1989 vergleichen Verfahren zur Bestimmung von Kriimmungen einer 2.5D-
Flache. Zu diesen Verfahren gehoéren Verfahren mit analytischen Ansdtzen basierend auf
Flachenapproximationen (Polynome, orthogonale Polynome, Splines) und numerische Ansitze
(Anderung der Flachennormale, Richtungsableitungen in einem orthogonalen Raster). Sie be-
richten, daf} alle Verfahren zu vergleichbaren Ergebnissen fithren. Weiterhin zeigen sie die
Empfindlichkeit der Verfahren gegeniiber der Abtastungsdichte und die extreme Empfindlich-
keit gegeniiber Quantisierungsrauschen bei 8-bit-Daten. Um die durch das Quantisierungs-
rauschen hervorgerufenen Effekte zu vermindern, werden die Daten zuvor stark geglittet (10
Iterationen mit 7 x 7 Binomialfilter), was einen erheblichen Informationsverlust beinhaltet.

%*In der dem Autor bisher bekannten Literatur werden die differentialgeometrischen Grundlagen auf denen
eine Auswertung von Entfernungsbildern basiert immer allgemein dargestellt. Realisierungen werden dann
aber sehr hiufig auf Graphenflichen beschrankt. Diese Reprisentationsform entspricht der Reprisentations-
form digitaler Bilder im Sensorkoordinatensystem.
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6 Segmentierung von Flichen

Flachen, wie sie durch die Messung mittels Entfernungsmessern erhalten werden, sind eine
einfache geometrische Beschreibung einer Szene. FEine solche Beschreibung beinhaltet ne-
ben der rein geometrischen Information keine weitere explizite Information iiber die in der
Szene befindlichen Objekte. Dies betrifft die Anzahl der Objekte, die Art der Objekte oder
aber auch Beziehungen zwischen den Objekten. Die Aufgabe besteht nun darin, aus der
einfachen geometrischen Beschreibung eine Beschreibung abzuleiten, die diese Information
enthilt. Einen ersten Schritt in diese Richtung bildet die Segmentierung der die ganze Szene
umfassenden Fliche in einzelne Flichensegmente als Eingangsbeschreibung fiir weitere Ob-
jekterkennungsprozesse 4. Die erhaltenen Flichensegmente sollen signifikante Bereiche der
Szene darstellen, wobei die Definition der Signifikanz ebenso wie die fiir die Segmentierung
zugrundezulegenden Kriterien anwendungsbezogen ist.

In Fisher 1989, S.43 sind verschiedene Anforderungen an eine Segmentierung angegeben. Eine
Segmentierung soll

¢ zusammenhingende, homogene Bereiche zum Ergebnis haben,

e invariant gegeniiber einer Anderung des Standpunktes und (kleinen) Anderungen der
Flachenform, sowie

e eindeutig und vollstindig

sein. Hierbei richtet sich die Homogenitidt nach den gewdhlten Segmentierungskriterien. Die
Anforderung nach Invarianz steht in enger Beziehung zur Signifikanz der gefundenen Flichen-
bereiche und ist wie diese abhdngig von der jeweiligen Anwendung.

Im folgenden sollen Segmentierungskriterien basierend auf Flicheneigenschaften aufgezeigt
werden. Bei diesen Segmentierungskriterien kann es sich einmal direkt um eine Flicheneigen-
schaft, z.B. ein Krimmungsmaf}, oder um ein hieraus abgeleitetes Homogenititskriterium
handeln. Krimmungsmafie als Segmentierungskriterium werden in Abschnitt 6.1 und aus
Krimmungsmafien oder anderen Flicheneigenschaften abgeleitete Homogenitatskriterien in
Abschnitt 6.2 aufgezeigt. Fiir die Homogenitdtsmafle wird davon ausgegangen, dafl die zu
betrachtende Fliche C%-stetig ist. Abweichungen hiervon haben unterschiedliche Ursachen
und Bedeutungen (vgl. Fisher 1989 und Abb. 6-1).

Einen Uberblick iiber Segmentierungsverfahren fiir range images geben Fisher 1989 und Ar-
man und Aggarwal 1993. Eine Reihe dieser Verfahren benutzt region growing, andere ver-
folgen einen Pyramiden- bzw. scale-space-Ansatz. Hierauf soll im folgenden jedoch nicht
eingegangen werden.

6.1 Krimmungsmafle zur Segmentierung durch Klassifikation

Bei Segmentierungsverfahren basierend auf Kriimmungsmaflen handelt es sich in der Regel um
Klassifikationsverfahren. Hierbei wird fiir jeden einzelnen Punkt das fiir die Klassifizierung

“Newman et al. 1993 geben einen Algorithmus zur modellgestiitzten Klassifikation von Flichen 2.0rdnung
an, der von einer vorliegen Segmentierung ausgeht. Eine andere Anwendung kann die Durchfithrung von be-
reichsweisen Flachenapproximationen basierend auf einer Flachensegmentierung zur Verbesserung von vorher
vielleicht nur lokal bestimmten Fliachenapproximationen sein.
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zu nutzende Kriimmungsmaf berechnet und die Klassifizierung durchgefiihrt. Anschliefend
werden benachbarte Punkte mit gleicher Klassifikation zu Segmenten zusammengefafit 2.

Auf der Grundlage der in Abschnitt 1 dargestellten Kriimmungsmafle ergeben sich verschie-
dene Klassifikationsmoglichkeiten, z. B.

¢ Klassifikation basierend auf den Hauptkriimmungen: Diese Klassifikation fiithrt auf eine
symmetrische Matrix und somit 6 verschiedene Klassen (Abb. 6-2).

o Klassifikation basierend auf der Gaufy’schen und mittleren Kriimmung: Diese Klassi-
fikation fithrt auf Abb. 6-3. Bei Fisher 1989, S.96 sind die Hauptkriimmungen mit
umgekehrtem Vorzeichen definiert(Problematik vgl. Heitz 1988, S.104). Die Definition
der Vorzeichens folgt hier aus (1.44). Bei Besl 1990, S.173 wird eine zusatzliche Un-
terscheidung in Abhingigkeit von der Normalenrichtung bei den einzelnen Flichen mit
den in Klammern angegebenen Bezeichungen durchgefiihrt (vgl. auch Besl und Jain
1986). Eine differenzierte Klassifikation mit den Klassenbezeichnungen aus Abb. 6-2
ist in Abb. 6-4 gegeben.

Weitere Klassifikationsmoglichkeiten sind in Fisher 1989 und Haralick et al. 1983, hier speziell
fiir Graphenflichen (2.5D), angegeben 26. Einen Uberblick iber Arbeiten zur Klassifikation
von Fldachen geben auch Besl und Jain 1986, sowie Arman und Aggarwal 1993.

Fiir die Klassifikationen werden im wesentlichen nur die Vorzeichen der Kriimmungsmalfe
genutzt. Dies hat den Vorteil, dafl die Klassifikation nicht von der Stirke der Kriimmung
abhingt und somit kleine Anderungen der Flichenform keine oder nur eine geringe Anderung
der Klassifikation zur Folge haben.

2*Dies wird i.a. dazu fithren, da bedingt durch Mefrauschen oder andere Einflisse, nur kleine homogene
Bereiche gefunden werden. In Li 1990 ist ein Verfahren angegeben, dafi, analog zu einigen Verfahren zur
Flachenrekonstruktion, eine Rekonstruktion der Klassifizierungen mittels Minimierung einer Energiefunktion
vornimmt und hierdurch weitgehend zusammenhingende Segmente erhilt.

26Haralick und Shapiro 1992 weisen darauf hin, daff bei der dem Verfahren zugrundeliegenden Flichenap-
proximation, den hierauf basierenden Ableitungen und der Klassifikation aufgrund der Flicheneigenschaften
der Approximationsfliche F* im Punkt (0,0) Probleme entstehen. So wird z. B. ein Pixel nicht als peak klas-
sifiziert, obwohl es sich bei den beobachteten Werten lokal um ein Maximum handelt, wenn nicht auch das
Maximum von F* an der Stelle (0,0) ist. Es reicht daher nicht aus, die Eigenschaften von F* im Punkt (0,0)
zu bestimmen. Eine diese Tatsache beriicksichtigende Vorgehensweise ist in der angegebenen Literaturstelle
zu finden.
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‘ Unstetigkeit

‘ Bedeutung

nicht CY-stetig

Unstetigkeit der Fliche

Verdeckungsgrenze

nicht Cl-stetig

Unstetigkeit der Flichennormalen

Flachenorientierungsgrenze

nicht C?-stetig

Unstetigkeit des Betrages und/oder

der Richtung der Hauptkrimmungen

Betrags- und Richtungsgrenzen

der Hauptkrimmungen

Abb. 6-1: Unstetigkeiten und ihre Bedeutung

ka1 <0 ko1 =0 ko1 >0
kn2 < 0| konvexes Ellipsoid | konvexer Zylinder | hyperbolische Fliche
koo =0 konvexer Zylinder Ebene konkaver Zylinder
kn2 > 0 | hyperbolische Fliche | konkaver Zylinder | konkaves Ellipsoid
Abb. 6-2: Klassifikation nach Hauptkriimmungen
K >0 K=0 K <0
H < 0 | elliptische Fliche | Torse | hyperbolische Fliche
(peak) (ridge) (saddle ridge)
H = i Ebene | hyperbolische Fliche
(flat) (minimal)
H > 0 | elliptische Fliche | Torse | hyperbolische Fliche
(pit) (valley) (saddle valley)

 : nicht méglich

Abb. 6-3: Klassifikation nach Gauf’scher und mittlerer Kriimmung (I)
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K <0

knl >0; knz <0

knl <0; knz >0

H<O0

knl; kn? <0

f

f

v.B. max. k) <05

andere > 0

hyperbolische Fliche

hyperbolische Fliche

H=0

knl >0; knz <0

hyperbolische Fliche

f

knl <0; knz >0

f

hyberbolische Fliche

ki = kng =0 i i
H>0
kn1; kng > 0 i i
v.B. max. k,(,) > 0; andere < 0 | hyperbolische Fliche | hyperbolische Fliche
K=0
k.1 = 0; k,2 beliebig ‘ k.1 beliebig; k2 = 0
H <0
kn1; kng <0 i i

v.B. max. k) <05

andere > 0

konvexer Zylinder

konkaver Zylinder

H=0

knl >0; knz <0

knl <0; knz >0

ki =k =0 Ebene Ebene
H>0
1 kng > 0 f i

v.B. max. k) > 0; andere <0 konkaver Zylinder konvexer Zylinder
K>0
kn13kn2 >0 k1 kne <0
H <0
kn1;kng <0 i konvexes Ellipsoid

v.B. max. k,(,) <0; andere > 0 i i
H=0

kp1 > 0; ko <0 i i
kn1 < 0; kpa >0 i i
kp = ka2 =0 i i
H>0

kn1;kng >0 konkaves Ellipsoid i
v.B. max. k,(,) > 0; andere <0 i i

i

nicht méglich

v.B.:

vom Betrag

Abb. 6-4: Klassifikation nach Gauf’scher und mittlerer Kriimmung (II)
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6.2 Homogenitatskriterien zur Segmentierung

Fiir die im folgenden kurz diskutierten Homogenititskriterien zur Segementierung werden
Bereiche F; einer Fliche F betrachtet. Die einzelnen Bereiche F; seien C?-stetig.

Das erste zu betrachtende Kriterium basiert auf den Hauptkriimmungen k., v = 1,2.
Hierzu wird die Differenz der Hauptkrimmungen in benachbarten Punkten P, und F; be-
stimmt.

Akn(’y).l = kn(’y).l - kn(’y)k (61)
Geht man davon aus, dafl
E(Akyy)0) =0 (6.2)
ist, kénnen die Varianzen der Hauptkriimmungen
1
2 _ 2
TNyt = WPZE:N Ak ym (6.3)

berechnet werden. Dieses Maf} ist jedoch nur beschrinkt fiir eine Segmentierung geeignet.
Treffen z. B. zwei Ebenenstiicke aufeinander, so sind die Hauptkrimmungen in beiden Berei-
chen Null. Treffen ein Ebenenstiick und ein Zylinder mit Radius R aufeinander, so ist eine

Hauptkriimmung gleich %. Die Signifikanz der berechneten Varianz oaj,, hdngt somit direkt
vom Radius R ab.

Betrachtet man die Hauptkrimmungsrichtungen t% |, v = 1,2, so ist darauf zu achten, daf} die

Metrik in benachbarten Punkten i. a. unterschied%ich ist. Werden die 3D-Hauptkriimmungs-
richtungen k; (,), 7 = 1,2 betrachtet, so ist davon auszugehen, daf} sie auch fiir homogene
Flachenbereiche einer beliebigen Flichei.a. fiir benachbarte Punkte nicht parallel sind. Aus-
nahmen bilden Flichen wie z.B. Zylinder. Bei einer Torse, die als ein homogener Bereich
anzusehen ist, sind die Hauptkriimmungsrichtungen in verschieden Flichenpunkte nicht mehr
parallel.

Betrachtet man die Flichennormalen n; benachbarter Punkte und den von ihnen eingeschlos-
senen Winkel, d. h.

COS V] = N4 ik (6.4)

so ist bei konstanter Normalenrichtung, d.h. Betrachtung einer Ebene, cosv; = 1. In einer
Nachbarschaft kann das Maf}

1
hy, = — cos v (6.5)
22
berechnet werden. Liegen die Punkte der Nachbarschaft in einer Ebene, so ist die Summe
gleich 1. Die Abweichung von 1 ist bei zwei aufeinandertreffenden Ebenen abhingig vom
Schnittwinkel. Treffen eine Ebene und ein Zylinder zusammen, so ist h, abhingig vom
Radius R.

Bei allen hier angegeben Groflen stellt sich die Frage nach der Signifikanz und der Bedeutung
der Abweichung von der Sollgréfie bei einem vorgegebenen Modell. Aus diesem Grund ist fiir
eine Segmetierung einer Fliche in Bereiche a priori Wissen und eine Auswahl des Kriteriums
zur Klassifikation und/oder zur Segmentierung notwendig.
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A Tensorrechnung

An dieser Stelle sind einige Definition und Formeln fiir Vektoren in Tensorschreibweise darge-
stellt. Weitere Definitionen kénnen z. B. Klingbeil 1966, Heitz 1980 oder Heitz und Stocker-
Meier 1990 entnommen werden.

Definition A.1 (Tensor 1. Stufe) Transformiert sich die einfach indizierte Gréfie t* und
t; nach den Gesetzen

=a. t", t=a,1 (A.1)

_k kT
=a; ty, ti=a; g

| k|
.

.

so liegt ein Tensor 1. Stufe vor, wobei die t' seine kontravarianten und t; seine kovarianten
Komponenten sind.

Analog zu Tensoren 1. Stufe sind Tensoren 2. Stufe durch folgende Transformationsregeln
definiert:

Definition A.2 (Tensor 2. Stufe) Transformiert sich zweifach indizierte Gréfien nach den
Gesetzen

j Tkl

7 =aya M, 17 = a1 (A.2)
i =k ; ;1 5k

f;‘ =apa;ty, t;=apa; (A.3)

j=a @tw, tij=ald) Ty (A.4)

so liegt ein Tensor 2. Stufe vor.

Gelten fiir eine doppelt indizierte Gréfe ¢/ die Transformationsregeln (A.2), liegt ein Tensor 2.
Stufe vor. ¥/ sind seine kontravarianten Komponenten. (A.3) sind die Transformtionsregeln
eines Tensors 2. Stufe mit gemischten Komponenten. Gelten fiir eine doppelt indizierte
GroBe t;; die Transformationsregeln (A.4), liegt ein Tensor 2. Stufe vor. Hierbei sind #
seine kovarianten Komponenten.

Definition A.3 (6-Tensor) Der é6- oder Kroneckertensor ist definiert durch

_J1 fir 1=j
bij. = { 0 fir i#j (A.5)

Definition A.4 (s-Tensor) Der e-Tensor ist ein schiefsymmetrischer Tensor, dessen Kom-
ponenten bei Bewegungen im Raum unverdndert bleiben. Seine Komponenten folgen aus:

ek, = 0 fir mindestens zwei gleiche Indizes
eijr. = 1 firijk € {123,231,312}
eijr. = -1 firijk e {132,321,213}
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Definition A.5 (Allgemeines Produkt zweier Vektoren) Das allgemeine Vektorprodukt
ist definiert durch

ai. by = ¢, (A.6)
Es ist ein Tensor 2. Stufe.
Definition A.6 (Skalarprodukt) Das Skalarprodukt zweier Vektoren folgt aus der Uber-
schiebung des allgemeinen Vektorprodukts aus (A.6) mit dem 6-Tensor
bij. i by = a; b =c (A7)
Definition A.7 (Vektorprodukt) Das Vektorprodukt ist die Uberschiebung des allgemei-
nen Vektorprodukts mit dem e-Tensor
ek, a;. by = ¢;. (A.8)

Der Vektor ¢;. steht Senkrecht auf den beiden anderen und die Vektoren a;, b;. und ¢;. bilden
ein Rechtssystem.

Definition A.8 (Spatprodukt) Das Spatprodukt ist die Uberschiebung von drei Vektoren
mit dem e-Tensor

Eijk. @i bj. . = d (A.9)
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B Notation

knlv kn?
ki) b
LM, N
{

Lap
M;; .

: Parametervektor (GMM)

: Christoffelsymbol

: kartesischer Mafitensor

: Kronecker-Tensor

: Exzef§

: Epsilon-Tensor

: Eigenwertmatrix

: Eigenwert

: Gradient

: Ableitungsoperatoren

: Quadratsumme der Residuen (GMM)
: Flachen-, Bogenelement

: Differenzvektor zwischen zwei Punkten
: Kovarianzmatrix (GMM)

: Komponenten des 1.Fundamentaltensors in klassischer Notation
: Residuenvektor (GMM)

: Rotationsmatrix von System 5, nach 5

: Determinante des 1.Fundamentaltensors

: 1.Fundamentaltensor

: mittlere Kriitmmung

: Hesse-Matrix

: erste, zweite und dritte Fundamentalform
: GauB’sche Kriimmung

: absolute Kriimmung

: geoditische Kriimmung

: Normalkriimmung

: Hauptkriimmungen

: Hauptkriimmungsrichtungen

: Komponenten des 2.Fundamentaltensors in klassischer Notation
: Determinante des 2.Fundamentaltensors

: 2.Fundamentaltensor

: Momentenmatrix eines Punktes Pi

: Nachbarschaft

: Anzahl der Punkte einer Nachbarschaft ohne Punkt P
: Flachennormalenvektor

: Gewichtsmatrix

: Flachenkoordinaten

: Weingarten Abbildung

: quadrierte Weingarten Abbildung

: Koeffizientenmatrix (GMM)

: kartesische 3D-Koordinaten

: kartesische 3D-Koordinaten im System [

: Ableitungen nach den Flichenkoordinaten
: Ableitung nach der Bogenldnge

: Beobachtungsvektor (GMM)
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Index

6-Tensor, 48
e-Tensor, 48

Ableitungsgleichungen, 9
nach Gauf}, 9
nach Weingarten, 9

begleitendes Dreibein, 6, 7

Christoffelsymbol
erster Art, 9
zweiter Art, 9

Eigenwertzerlegung, 18
Ellipsoid
konkav, 44
konvex, 44
Euler
Satz von, 12
Exzef3, 13, 29

Fehlerfortpflanzungsgesetz, 40
Fléache
-ninhalt, 7
-nsingularitét, 6
elliptische, 44
Graphen-, 13, 34
hyperbolische, 44
konvexe, 13
Minimal-, 13
reguldre, 6
Flachenapproximation, 34
globale, 34
lokale, 34
mit Polynomen, 35
von 3D-Flachen, 36
von Graphenflachen, 35
Flachenkoordinaten
allg. Darstellung, 6
isotherme, 7, 14
orthogonale, 7
Flachennormalenvektor, 6, 18, 32
Mittelung, 26
Schétzung, 25
Fundamentalform
dritte, 13
erste, 7
zweite, 10
Fundamentaltensor
erster, 6, 13, 18
kartesischer, 8
zweiter, 9, 13, 19

GauB-Markoff-Modell, 8, 38
geodéatische Linie, 11
geodéatisches Dreieck, 13, 29

Hesse-Matrix, 19, 20
quadrierte, 17

Kriimmung
-slinien, 10, 12, 14
absolute, 22
einer Flachenkurve, 10
einer Isolinie, 21
einer Kurve € R?, 24
Gauf’sche, 12, 19
geodétische, 10

Haupt-, 11, 15, 20, 28, 33
Richtung der, 16, 20, 28

mittlere, 12, 19
Normal-, 10, 27, 32
Kroneckertensor, 48

Meusnier
Satz von, 11
Minimalpunkt, 22

Nabelpunkt, 12, 15, 22

Nachbarschaft
Achter-, 32
geometrische, 30
Vierer-, 32

Normalschnitt, 27

Polynom
orthogonales,; 37
Pythagoras
Satz von, 8

quadratische Variation, 20, 23

regularisierung, 20

Singuldrwertzerlegung, 18
Skalarprodukt, 49
Spatprodukt, 49

Tangentenvektor, 6, 9
Tensor

1. Stufe, 48

2. Stufe, 48
Topologie, 32
Torse, 13, 44

Vektorprodukt, 49
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Weingarten Abbildung, 13, 19
Approximation 2.5D, 20
Determinante, 14
Eigenvektoren, 15
Eigenwerte, 11, 14
quadrierte, 17
Spur, 14

Zylinder
generalisierter, 32
konkav, 44
konvex, 44
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