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Eine zentrale Aufgabe der Photogrammetrie besteht heute in der Entwicklung von Verfahren
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Kapitel 1

Einleitung

Die vorliegende Diplomarbeit beschiftigt sich mit dem sogenannten Ezpectation Mazimi-
zation (EM)-Algorithmus, einem Verfahren zur Schitzung unbekannter Parameter aus
unvollstdndigen Beobachtungsdaten. Die Arbeit stellt eine Zusammenstellung der Ergeb-
nisse verschiedener Veroffentlichungen zu diesem Thema dar und zeigt dariiber hinaus
anhand eines einfachen Beispiels auf, wie der EM-Algorithmus zur Losung von Schitz-
und Klassifikationsproblemen eingesetzt werden kann.

Angesichts der Tatsache, dal Schiatzverfahren primér im Rahmen des Fachbereiches Aus-
gleichungsrechnung und Statistik behandelt werden, stellt sich die Frage, warum die Aus-
einandersetzung mit einem Verfahren zur Parameterschitzung aus unvollstindigen Be-
obachtungsdaten in einer Diplomarbeit aus dem Bereich der Photogrammetrie erfolgt. In
dieser Einleitung wird daher die Motivation zur vorliegenden Arbeit aus der Sicht der
Photogrammetrie erldutert. Hierzu wird zunéchst in Abschnitt 11 in allgemeiner Weise
die enge Verkniipfung der Photogrammetrie mit der Ausgleichungsrechnung und Stati-
stik beschrieben. Anschlieend werden kurz einige fiir diese Arbeit wesentliche Aspekte
der klassischen Methoden der geoditischen Ausgleichungsrechnung erldutert und es wer-
den anhand eines Beispiels Grenzen dieser klassischen Methoden aufgezeigt. Abschliefflend
erfolgt eine Abgrenzung der Parameterschitzung aus unvollstéindigen Daten von den klas-
sischen Verfahren und es wird anhand einer konkreten Aufgabe skizziert, inwiefern Ver-
fahren zur Parameterschitzung aus unvollstéindigen Beobachtungsdaten im Rahmen der
Photogrammetrie eingesetzt werden kénnen.

11 Statistische Methoden in der Photogrammetrie

Im Zusammenhang mit photogrammetrischen Auswertungen spielen statistische Metho-
den und Parameterschitzverfahren eine wesentliche Rolle. Dies betrifft sowohl die klas-
sische Photogrammetrie als auch moderne Verfahren der digitalen Bildverarbeitung. Im
Hinblick auf das Ziel, bei photogrammetrischen Auswertungen Resultate zu erzielen, die
von zufilligen Melunsicherheiten und groben Fehlern méglichst wenig beeintréchtigt wer-
den, werden die Zielgréflen einer Auswertung in der Regel mittels mehr oder weniger
robusten! Schiitzverfahren aus z.T. hochredundanten Beobachtungen bestimmt.

Im Bereich der klassischen Photogrammetrie sind in diesem Zusammenhang beispielhaft

!Unter der Robustheit eines Schiitzverfahrens wird hier die Unanfilligkeit der Schitzung gegeniiber
Ausreiflern in den Beobachtungen verstanden
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die bekannten Orientierungs- und Kalibrierungsverfahren? zu nennen, also

— der Raumlicher Riickwértsschnitt (RRS),

— der Réumlicher Vorwirtsschnitt (RVS),

— die Relative Orientierung,

— die Absolute Orientierung,

— die Biindelblockausgleichung im Rahmen einer Aerotriangulation und
— die Testfeldkalibrierung.

Bei jedem dieser Verfahren werden Parameterschitzungen durchgefiihrt, um jeweils ei-
ne Menge P unbekannter Parameter® mittels einer Menge V gemessener Grofien unter
Beriicksichtigung der Meflunsicherheiten zu bestimmen. Zwar existieren zu einigen der
Verfahren auch direkte Losungen oder zumindest direkte Ndherungslosungen, hierbei han-
delt es sich jedoch meist um Spezialfille hinsichtlich der Anzahl der verarbeiteten Bilder
oder Beobachtungen. Daher werden die direkten Losungen in der iiberwiegenden Zahl
der Anwendungen allenfalls zur Bestimmung von Ndherungswerten fiir die unbekannten
Parameter verwendet, um die endgiiltigen Schétzwerte in einer Ausgleichung zu ermitteln.

Im Rahmen der digitalen Bildverarbeitung auf Grauwertbildern finden statistische Metho-
den ebenfalls umfangreiche Anwendung. Hervorzuheben sind in diesem Zusammenhang
insbesondere Verfahren zur automatischen Bildinterpretation, also Verfahren zur auto-
matischen (Wieder-) Erkennung von Objekten in Grauwertbildern. Bei diesen Verfahren
wird vor allem auf statistische Klassifikationsverfahren zuriickgegriffen, die i.d.R. entspre-
chend dem sogenannten dreistufigen Konzept der Bildinterpretation auf unterschiedlichen
Abstraktionsebenen zur Anwendung kommen (vgl.[FucHs 1998]). Nach einer Vorverar-
beitung des Bildes auf der unteren Ebene der Bildinterpretation® wird bei der sogenannten
Merkmalsextraktion auf der mittleren Ebene der Bildinterpretation jedes Bildpixel mittels
statistischer Klassifikationsverfahren nach seiner Zugehérigkeit zu einer Punktstruktur,
einer linienhaften Struktur oder einer homogenen Fliche im Bild klassifiziert. Im Hinblick
auf diese Klassifikation werden die Eigenschaften der einzelnen Strukturelemente stati-
stisch modelliert, um fiir jedes Pixel mittels Hypothesentests eine Entscheidung beziiglich
der Zugehorigkeit zur Merkmalsklasse ,, Punkt”, ,,Linie” oder ,,Fliche” treffen zu kénnen
(vgl. [FucHs 1998]). Im Anschluff daran wird auf der oberen Ebene der Bildinterpretation
den einzelnen Strukturelementen, bzw. Gruppen von Strukturelementen jeweils die Be-
zeichnung einer Objektklasse zugeordnet, wobei wieder statistische Klassifikationsverfaren
zum Ejinsatz kommen. Aus einer Menge von im Objektraum moglicherweise vorkommen-
der Objekte wird also das Objekt bestimmt, das im Bild mit gréfiter Wahrscheinlichkeit
vorkommt. Im Ergebnis werden geschétzte Bezeichnungen der im Bild dargestellten Ob-
jekte erhalten(vgl.[HORNEGGER 1996]).

Zusammenfassend kann man sagen, dafl es aufgrund der hier angedeuteten Vielzahl von
Anwendungen statistischer Methoden in der Photogrammetrie durchaus gerechtfertigt
ist, sich im Rahmen der Photogrammetrie mit den theoretischen Grundlagen der Aus-
gleichungsrechnung und Statistik zu beschiftigen, zumal die klassischen Methoden der
geoditischen Ausgleichungsrechnung bei bestimmten Aufgaben aus der Photogrammetrie

2Zur detaillierten Erlduterung der Verfahren wird auf die Standardliteratur der Photogrammetrie (z.B.
[KRAUS 1994]) verwiesen

3Die Menge P der unbekannten Parameter umfasst je nach Aufgabe Parameter der Inneren und
AuBleren Orientierung der verwendeten Kameras sowie die Koordinaten von Neupunkten.

“Die Vorverarbeitung kann u.a. aus einer geometrischen Transformation (etwa einer Entzerrung), einer
radiometrischen Korrektur (etwa einer Kontrastanpassung) und-/oder einer Glittung bestehen.



12. KLASSISCHE SCHATZVERFAHREN UND DEREN GRENZEN 3

nicht direkt angewendet weren koénnen, so daf sie an die konkrete Aufgabe angepasst,
ergdnzt oder erweitert werden miissen.

Im folgenden Abschnitt werden kurz die herkémmlichen Methoden der klassischen geodéti-
schen Ausgleichungsrechnung beschrieben und es wird anhand eines Beispiels gezeigt, dafl
die klassische Ausgleichungsrechnung im Zusammenhang mit bestimmten Schitz- und
Klassifikationsproblemen an ihre Grenzen stoft. Da insbesondere die Beschreibung der
Schétzverfahren sehr allgemein gehalten ist, sei an dieser Stelle im Hinblick auf eine de-
taillierte Beschreibung auf [KocH 1998] verwiesen.

12 Klassische Schatzverfahren und deren Grenzen

121 Prinzip der klassischen geoditischen Ausgleichung

Den klassischen geodéitischen Parameterschitzverfahren ist gemeinsam, dafl eine Menge P
unbekannter Parameter aufgrund einer Menge V gemessener Grofien (Beobachtungen) be-
stimmt wird, die mit den unbekannten Parametern in einem bestimmten Zusammenhang
stehen. Der Zusammenhang zwischen den Beobachtungen und den unbekannten Parame-
tern geht dabei aus einem mathematischen Modell hervor, von dem vorausgesetzt wird,
das es aufgrund gewisser Gesetzméfigkeiten, denen die Beobachtungen in Abhéngigkeit
von den unbekannten Parametern geniigen, a priori bekannt ist. Es wird also fiir jede
Beobachtung vorausgesetzt, dafl von vorneherein bekannt, in welchem mathematischen
Zusammenhang sie mit den unbekannten Parametern steht. Die Gleichungen, die den Zu-
sammenhang zwischen den Beobachtungen und den unbekannten Parametern beschrei-
ben, werden Beobachtungsgleichungen genannt. Die Beobachtungen werden aufgrund der
Meflunsicherheiten als stochastische Variable aufgefasst und im Rahmen der Ausgleichung
geméf ihrer Prézision gewichtet.

Im Hinblick auf die Abgrenzung der iiblichen Schitzverfahren von den Schitzverfahren
aus unvollsténdigen Daten kommt folgender Aussage eine wesentliche Bedeutung zu:

Bei den Standardschditzverfahren aus vollstindigen Beobachtungsdaten handelt es sich bei
allen im Modell eingefiihrten Observablen um tatsdchlich zu messende bzw. tatsichlich
gemessene Grofien.

Ublicherweise wird ein linearer Zusammenhang zwischen den Beobachtungen und den
Parametern hergestellt, was auf Parameterschiitzungen in linearen Modellen fiihrt®. Das
bekannte Gauf-Markoff-Modell stellt ein solches lineares Modell dar, in dem die unbe-
kannten Parameter mittels unterschiedlicher Schitzmethoden ermittelt werden koénnen.
Meist wird hier die beste lineare erwartungstreue Schitzung der unbekannten Parameter
bestimmt. Im Gaufl-Markoff-Modell stimmt diese Schitzung mit der Schitzung nach der
Methode der kleinsten Quadrate und der Maximum-Likelihood-Methode im Falle normal-
verteilter Beobachtungen iiberein (vgl. [Koch 1998]).

Sgef. folgt der lineare Zusammenhang aus einem nichtlinearen Zusammenhang durch Taylor-
Entwicklung mit Ndherungswerten fiir die unbekannten Parameter und Abbruch nach dem linearen Term
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122 Grenzen der klassischen geoditischen Ausgleichungsrech-
nung

Die klassische geodétische Ausgleichungsrechnung stéft u.a dann an ihre Grenzen, wenn
der Zusammenhang zwischen den Beobachtungen und den unbekannten Parametern nicht
eindeutig angegeben werden kann, d.h. wenn das der Ausgleichung zugrundeliegende Be-
obachtungsmodell a priori nicht eindeutig festliegt.

Um dies zu verdeutlichen, sei das Beispiel betrachtet, bei dem die Abszissen u; und Ordinaten
y; von Punkten zweier in einem ebenen uy-Koordinatensystem dargestellten Geraden K; und
Ko gemessen worden seien, um hieraus die Parameter Steigung und Nullablage der beiden Ge-
raden zu bestimmen (vgl. Abbildung 122). Dabei sei es versiumt worden, festzuhalten, welche
Beobachtungen zu welcher der beiden Geraden gehoren, so dafl diese Informationen fiir die Aus-
gleichung fehlen. Offensichtlich ist es nicht moglich, aus den verbleibenden Informationen die

Y 4

/ Y

Y

Abbildung 1:

Parameter beider Geraden mittels herkémmlicher geodétischer Schéitzmethoden zu bestimmen,
da (zumindest ohne Visualisierung der Daten) keine der Beobachtungen eindeutig einer der bei-
den Geraden zugeordnet werden kann. Es ist zwar bekannt, dafl jede Beobachtung entweder
zur Gerade K1 oder zur Gerade Ko gehort, aber nicht zu welcher von beiden. Somit ist der
Zusammenhang zwischen den unbekannten Parametern der Ausgleichung und den Beobachtun-
gen a priori nicht eindeutig angebbar und damit eine klassische Ausgleichungsrechnung nicht
durchfithrbar.

Zur Losung des Problems bedarf es der Anwendung eines Verfahrens zur sogenannten Pa-
rameterschdtzung aus unvollstindigen Beobachtungsdaten, wie sie im néchsten Abschnitt
beschrieben ist. Der Ezpectation-Mazximization Algorithmus stellt ein solches Verfahren
dar; mit ihm ist es mdéglich, zum einen die einzelenen Beobachtungen hinsichtlich ihrer
Zugehorigkeit zu einer der beiden Geraden zu klassifizieren und dabei gleichzeitig Schétz-
werte fiir die Geradenparameter zu bestimmen (vgl. hierzu Kapitel 4)

Dem gegebenen Beispiel scheint zunéchst der Bezug zur Photogrammetrie zu fehlen; es
lésst sich allerdings auf Aufgaben der digitalen Bildverarbeitung verallgemeinern, bei de-
nen bestimmte KenngréBen (d.h. unbekannte Parameter) mehrerer im Bild erscheinender
Objekte vollautomatisch bestimmt werden sollen, wobei die Zusammenhinge zwischen
den hierzu herangezogenen Beobachtungen (z.B. den Ergebnissen einer Merkmalsextrak-
tion) und den gesuchten Parametern bis auf die Zuordnung der Beobachtungen zu den
in der Bildszene dargestellen Objekten bekannt ist. Da sich -wie beschrieben- solche Auf-
gaben mit den herkommlichen Methoden der geodétischen Ausgleichungsrechnung nicht
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ohne weiteres 16sen lassen, braucht man Verfahren zur Parameterschéitzung aus unvoll-
stdndigen Beobachtungsdaten. Das Prinzip der Parameterschitzung aus unvollstdndigen
Daten soll daher im néchsten Abschnitt ndher beschrieben werden.

13 Parameterschitzung aus unvollstindigen Daten

Im Folgenden wird der Unterschied zwischen Parameterschéitzungen aus unvollsténdigen
Beobachtungsdaten und den herkémmlichen Schéitzverfahren erldutert.

Abgrenzung der Schitzung aus unvollstindigen Beobachtungsdaten

Wie in Abschnitt 12 erldutert, wird bei den klassischen geodétischen Parameterschitzver-
fahren vorausgesetzt, dafl als Beobachtungen nur tatsdchlich gemessene Werte verwendet
werden. Es kann u.U. allerdings auch von Vorteil sein, in die Ausgleichung sogenannte
,.fehlende Beobachtungen” einzufiihren. Fehlende Beobachtungen sind Zufallsparameter®
die wie Beobachtungen in eine Ausgleichung eingefiihrt werden, die aber tatséchlich nicht
beobachtet worden sind. Hierbei kann es sich um Groflen handeln, die entweder prinzi-
piell durch Messungen nicht zugénglich sind oder um mefibare Groflen, die im konkreten
Fall aus bestimmten Griinden nicht gemessen worden sind. Bei fehlenden Beobachtung
handelt es sich also um Variablen einer Parameterschitzung, die aufgrund einer Uberpa-
rametrisierung des Modells entstehen, also durch Einfiihrung zusétzlicher Parameter in
eine Ausgleichung, die durch bestehende GesetzméBigkeiten zwischen den tatséchlichen
Beobachtungen und den eigentlichen Modellparametern nicht erkldrbar sind.

Eine solche Uberparametrisierung erscheint zuniichst nicht plausibel, da es als wenig sinn-
voll erscheint, nicht beobachtete Grofien trotzdem formal als Beobachtungen in die Aus-
gleichung einzubringen. Bei ndherer Betrachtung sieht man jedoch ein, dafl die Einfiihrung
fehlender Beobachtungen insbesondere dann Sinn macht, wenn bestimmte Groflen des ma-
thematischen Modells einer Ausgleichung zwar nicht direkt mefibar sind, aber bekannt ist,
daf zwischen ihnen und den durch Messungen zuginglichen Beobachtungen Korrelationen
bestehen und wie grof3 diese sind. Wiirden diese unzugénglichen Beobachtungen nicht mit
in die Ausgleichung einbezogen, so bliebe auch das Wissen um diese Wechselbeziehungen
ungenutzt. Werden im Gegensatz dazu durch eine Uberparametrisierung des Schitzpro-
blems Zufallsparameter fiir die nich zugénglichen Beobachtungen eingefiihrt, so kann die
Kenntnis um die Korrelationen zwischen den versteckten und tatsichlichen Beobachtun-
gen in der Ausgleichung verwertet werden.

Ein anschauliches, aus dem Bereich der Photogrammetrie stammendes Beispiel fiir Para-
meterschitzungen mit fehlenden Beobachtungen stellt die Klassifikation dreidimensionaler
Objekte aus (nur) zweidimensionalen Bildern im Rahmen einer Einzelbildauswertung dar
(vgl. [HORNEGGER 1996]): Ein dreidimensionales Objekt des Objektraumes wird im Bild
nur zweidimensional dargestellt, die Tiefeninformation geht also bei der Abbildung verlo-
ren. Trotz dieses Informationsverlustes bei der Abbildung soll aber das rdumliche Objekt
aus dem ebenen Bild erkannt werden. Es liegt also nahe, im Rahmen einer Uberpara-
metrisierung die fehlenden Tiefeninformationen als fehlende Beobachtungen mit in die
Parameterschitzung fiir die Bestimmung der Objektbezeichnung einzufiihren.

6Unter Zufallsparametern werden hier unbekannte Parameter einer Ausgleichung verstanden, die nicht
als feste Groflen, sondern als Zufallsvariablen aufgefasst werden.
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Es stellt sich also die Frage nach Parameterschétzverfahren, die fehlende Beobachtungen
zulassen, also auf unvollstéindigen Beobachtungsdaten arbeiten. Der in dieser Arbeit unter-
suchte EM-Algorithmus stellt ein solches Schétzverfahren dar. Neben diesem Algorithmus
existieren weitere Verfahren, wie z.B. den DA (Data Augmentation Algorithms) oder den
PMDA (Poor Man’s Data Augmentation Algorithm). In Bezug auf diese Verfahren sei hier
auf die Literatur [TANNER 1993] verwiesen.

14 Zusammenfassung / Uberblick iiber die Arbeit

In dieser Einleitung wurde anhand von einiger Beispiele aufgezeigt, dal in der Photo-
grammetrie Methoden der Ausgleichungsrechnung und Statistik eine sehr starke Rolle
spielen, so dafl es nahe liegt, sich auch im Rahmen der Photogrammetrie mit diesen
Methoden auseinanderzusetzen. Auflerdem wurden die herkommlichen, auf vollstdndigen
Beobachtungsdaten arbeitenden Verfahren der klassischen geoditischen Ausgleichungs-
rechnung kurz skizziert und anhand eines Beispiels deren Grenzen aufgezeigt. Es wurde
angedeutet, das in bestimmten Fillen, in denen eine klassische Ausgleichungsrechnung
nicht moglich ist, eine Parameterschitzung aus unvollstindigen Beobachtungsdaten zum
Ziel fiihren kann. Die in den Abschnitten 12) und 13 gegebenen Beispiele zeigen, dafl
die Parameterschitzung aus unvollstindigen Daten fiir die Photogrammetrie durchaus
relevant ist.

Im Folgenden wird der EM-Algorithmus als ein iteratives Verfahren zur Schiatzung von Pa-
rametern aus unvollstdndigen Daten vorgestellt. Nach einer allgemeinen Definition dieses
Algorithmus erfolgt eine ausfiihrliche Auseinandersetzung mit seinen Eigenschaften. Hier
werden insbesondere die Bedingungen betrachtet, unter denen die EM-Iterationen konver-
gieren, und die Geschwindigkeit des Algorithmus. Anschlieend wird der EM-Algorithmus
zur Losung einer konkreten Aufgabe in einem Programm realisiert. Den Abschluss der Ar-
beit bildet eine Zusammenfassung.



Kapitel 2

Der EM-Algorithmus

Der in dieser Arbeit diskutierte Ansatz zur Parameterschitzung aus unvollstindigen Da-
ten ist der EM-Algorithmus. Er soll in diesem Abschnitt in seiner allgemeinen Form defi-
niert werden. Im Hinblick auf die Notation sind hierzu einige Vorbemerkungen notwendig.

21 Begriffe und Notation

In der Einleitung wurde im Zusammenhang mit Parameterschéitzverfahren abstrakt von
einer Menge P unbekannter Parameter gesprochen, die mit Hilfe einer Menge V' von
Beobachtungen bestimmt werden. Im Folgenden werden nun die v unbekannten Parameter
b1, Bo, - - ., By einer Parameterschéitzung in dem u x 1 Vektor

T

B=[B, Bo --- Bu (210.1)

zusammengefasst. Die unbekannten Parameter werden zunéchst als fest vorausgesetzt, sie
stellen also keine Zufallsvariablen dar. Der Parameterraum B ist eine Untermenge des
u-dimensionalen euklidschen Vektorraumes R* und umfasst alle im Rahmen des Schétz-
problems theoretisch méglichen numerischen Realisierungen des Vektors 8. In dem n,, x 1
Zufallsvektor

y=1[v, ¥ - Yn]" (210.2)

sind die n,, tatsdchlichen Beobachtungen, also die durch Messungen zugénglichen Beobach-
tungen y1, Yo, - . . Y, enthalten. Die n, durch Messungen nicht zugénglichen Beobachtungen
Z1, %9, ...Ty, werden in dem n, X 1 Zufallsvektor

z=[11, T2, ... xnm]T (210.3)

zusammengefasst. Die Mengen aller numerischen Realisierungen von & bzw. y bilden die
Stichprobenrdume X bzw. Y.

Der n, x 1 Zufallsvektor
T
z=lz, 2, .. 2] (210.4)

ist der sogenannte vollstindige Beobachtungsvektor. Hierbei handelt es sich nicht zwangs-
ldufig um die einfache Zusammenfassung der Vektoren & und y in einem gemeinsamen
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Vektor. Der Vektor z umfafit zwar stets alle fehlenden Beobachtungen aus «, mufl aber im
allgemeinen nicht unbedingt auch tatsichliche Beobachtungen aus y enthalten. Anhand
des folgenden einfachen Beispiels soll die Struktur des Vektors z verdeutlicht werden:

Betrachtet werde eine Parameterschitzung mit den (gemessenen) Beobachtungen y;,i € {1...ny}.

Fall 1: Es soll angenommen werden, daf8 die Beobachtung vy, der Summe zweier Beobachtungen
x1 und z9 entspricht, die aber direkt nicht mefbar sind, also y; = x1 + xo. Der Vektor y der
tatsdchlichen Beobachtungen, der Vektor x der fehlenden Beobachtungen und der Vektor z
der vollstdndigen Beobachtungen haben dann die Form

T
Y1 T2
y = Y2 ’ w:[ivl] und 2 = n
e ) Y2
Yn,
[ Yn, |

Der vollstindige Beobachtungsvektor enthilt also neben den fehlenden Beobachtungen alle
tatsdchlichen Beobachtungen.

Fall 2: Werden samtliche tatsédchlichen Beobachtungen als Summe zweier versteckter Beobach-
tungen betrachtet, also y; = x2; + x2;—1, So ergibt sich

Y1 1 1
2 T2 i)
y= 4 , T= und z = =,
Yny L2n, L2n,

der vollstindige Beobachtungsvektor enthalt also aufler den versteckten Beobachtungen keine
weiteren Elemente.

Die Gesamtheit aller numerischer Realisierungen des Vektors z bildet den Stichproben-
raum Z der vollstdndigen Beobachtungen.

Allgemein kann davon ausgegangen werden,dafl der tatséchliche Beobachtungsvektor y
und der vollstdndige Beobachtungsvektor z in einem mathematischen Zusammenhang
stehen, da beide funktional von den selben unbekannten Parametern abhéngen. Es wird
daher vorausgesetzt, dafl der Stichprobenraum ) durch eine Abbildung

B:Z->)Y
aus dem Stichprobenraum Z hervorgeht, so dafl sich y durch Abbildung
B:z—y=B(z) (210.5)

aus z ergibt!.

Im Fall 1 des oben gegebenen Beispiels ist die Abbildung B beispielsweise mit

B:zHy:[g]-z

! Man kann sich vorstellen, daf sich die unbekannten Parameter mit Hilfe der Elementen des Vektors 2z
bestimmen lieflen, wenn z vollstéindig beobachtet werden kénnte. Die so ermittelten Parameter bestimmen
unmittelbar die Elemente des tatséichlichen Beobachtungsvektors y. Somit kann gy als Abbild von z
verstanden werden.
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gegeben, worin 0 eine Nullmatrix der Dimension 2 X n, und I eine ny X n, Einheitsmatrix
bedeuten. Im Fall 2 dieses Beispiels gilt

Die Abbildung B ist i.a. nicht eindeutig, d.h. die Gleichung y = B(z) ist bei gegebenem
z in der Regel fiir mehrere Vektoren z erfiillt. Daher wird die Menge

Z(y) ={z |y = B(2)} (210.6)

eingefithrt. Sie besteht aus allen Vektoren z , die fiir ein gegebenes y die Gleichung
y = B(z) erfiillen.

In Fall 1 des Beispiels besteht Z(y) beispielsweise aus allen Vektoren z, die die Bedingung
2o = Y1 — 21 erfiillen.

Nachdem nun die in der Diplomarbeit verwendeten Bezeichnungen und die Notation
erlautert wurden, wird kurz die Maximum-Likelihood-Methode beschrieben. Einerseits
kann die Maximum-Likelihood-Methode fiir sich allein bereits zur Schitzung von Para-
metern aus unvollsténdigen Beobachtungen verwendet werden, andererseits stellt sie den
Ausgangspunkt fiir den EM-Algorithmus dar.

22 Maximum-Likelihood-Methode

Im Zusammenhang mit dem Expectation-Maximization-Algorithmus spielt der Maxi-
mum-Likelihood-Schétzer eine wesentliche Rolle. So wird z.B. innerhalb der einzelnen Ite-
rationsschritte der Erwartungswert der logarithmierten Likelihoodfunktion berechnet und
maximiert (vgl. Abschnitt 232). Dies fiihrt im Optimalfall auf eine Maximum-Likelihood-
Schétzung der unbekannten Parameter. Wie in Abschnitt 222 gezeigt wird, eignet sich
auflerdem die Maximum-Likelihood-Methode als solche bereits zur Parameterschitzung
aus unvollstdndigen Daten, wenn als Dichtefunktion eine von den tatsichlichen Beobach-
tungen y abhingige Randdichte verwendet wird. Daher wird die Maximum-Likelihood-
Schitzung in diesem Abschnitt kurz erldutert. Im néchsten Kapitel wird dann der EM-
Algorithmus definiert.

221 Definition

Die Maximum-Likelihood-Methode z#hlt zu den klassischen Methoden der Parameter-
schiatzung. Im Unterschied zu anderen herkémmlichen Verfahren, wie z.B. der besten
linearen erwartungstreuen Schétzung oder der Methode der kleinsten Quadrate kann ei-
ne Parameterschdtzung nach der Maximum-Likelihood-Methode nur durchgefiihrt wer-
den, wenn die parametrische Dichtefunktion der Beobachtungen bekannt ist. Liegen nor-
malverteilte? Beobachtungen vor, so fiihrt die Maximum-Likelihood-Schitzung im Gauf-

2 Aufgrund der Giiltigkeit des Zentralen Grenzwertsatzes der mathematischen Statistik kann in einer
Vielzahl von Anwendungen von normalverteilten Beobachtungen ausgegangen werden.
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Markoff-Modell auf die gleichen Schitzwerte wie die Methode der kleinsten Quadrate und
die beste lineare erwartungstreue Schitzung.(vgl. [KocH 1998))

Die Definition der Maximum-Likelihood-Schitzung vorbereitend wird zunéchst die soge-
nannte Likelihoodfunktion definiert3.

Definition: [LIKELIHOODFUNKTION]
Der Zufallsvektor z der Beobachtungen besitze die von den unbekannten, festen Parame-

tern abhdngige Dichte f(B), dann ist die Likelihoodfunktion I(z | B) definiert durch
iz BY= 1(B) (251.1)

Die Bestimmung der Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter erfolgt durch Maximie-
rung der Likelihoodfunktion. D.h. es wird der Parametervektor 8 bestimmt, fiir den die
Dichtefunktion I(z | 8) der Beobachtungen z maximal wird. Dies folgt aus der Definition

Definition: [MAXIMUM-LIKELIHOOD-METHODE]

Der Zufallsvektor z der Beobachtungen besitze die Likelihoodfunktion l[(z | B), dann be-
zeichnet man als Maximum-Likelihood-Methode die Schitzung B der festen Parameter
B, die mazimale Werte fiir [(z | B) liefert, also

B = argsup I(z | B) (221.2)
B

Durch Variation von 3 ergibt sich also als Schitzung B der Vektor, der zusammen mit
dem Beobachtungsvektor z die maximale Dichte erzielt. Umgangssprachlich kann man
sagen, es werden als Schitzwerte die Parameter gewihlt, die geméfl der Dichtefunktion
am besten zu den Beobachtungen passen.

Anstatt die Likelihoodfunktion I(z | B) selbst zu maximieren wird meist die logarithmierte
Likelihoodfunktion

L(B) := L(z | B) := logi(z | B) (221.3)

maximiert. Dies vereinfacht im allgemeinen die Berechnungen und fiihrt im Zusammen-
hang mit der EDV auch auf numerisch sicherere Ergebnisse. Aufgrund der strengen Mo-
notonie und damit der Umkehrbarkeit der Logarithmusfunktion ist die Maximierung der
logarithmierten Likelihoodfunktion gleichbedeutend mit der Maximierung der Likelihood-
funktion selbst. In diesem Zusammenhang ist auch der aus der Informationstheorie stam-
mende Begriff der Information von Interesse. Unter der Information I(z), die mit der
Realisierung z eines Zufallsvektors verbunden ist, wird der ,,Grad der Uberraschung”
verstanden, die das Auftreten des Vektors z auslost (vgl. [FORSTNER 1991]). Mathema-
tisch ist die Information I(z) eines Zufallsvektors z definiert als negativer Logarithmus
seiner Dichte (vgl. [FORSTNER 1991]):

I(z) =log f(lz) = —log f(2). (221.4)
Entsprechend gilt
I(z|B) = —logl(= | B) = —L(y | B) (221.5)

Somit entspricht die Maximierung der logarithmierten Likelihoodfunktion der Minimie-
rung der zum Vektor z gehorenden Information. Fiir die geschétzten Parameter wird also
der Grad der Uberraschung im Hinblick auf die Beobachtungen z minimal.

3Die Definitionen dieses Abschnittes entsprechen denen in in [KoCH 1998§]
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222 Schitzung aus unvollstindigen Beobachtungsdaten mittels
Maximum-Likelihood-Methode

Wie zu Beginn des Abschnitts 22 angedeutet, kann die Maximum-Likelihood-Methode fiir
sich bereits zur Schitzung unbekannter Parameter aus unvollstdndigen Beobachtungsda-
ten verwendet werden. Die Vorgehensweise hierzu soll im folgenden erldutert werden:

Geméif der Definition (221.2) ist zur Bestimmung der unbekannten Parameter 8 mittels
der Maximum-Likelihood-Methode die Likelihoodfunktion L(z | 8) zu maximieren. Im
Falle eines Schitzproblems aus unvollstindigen Daten steht man nun vor dem Problem,
dal z fehlende, also tatsichlich nicht gemessene Beobachtungen enthilt. Somit kann,
trotzdem die Dichtefunktion f(z | B) der vollstindigen Beobachtungen® in Abhiingigkeit
von den unbekannten Parametern als bekannt gilt, die Likelihoodfunktion L(z | B) nicht
unmittelbar ausgewertet und maximiert werden.

Der Weg zur Berechnung der Schitzwerte fiihrt iiber die tatsichlichen Beobachtungen y,
die aus den vollstindigen Beobachtungen durch die Abbildung y = B(z) hervorgehen: Die
von den unbekannten Parametern abhingige Dichtefunktion g(y | B) der tatsdchlichen
Beobachtungen y ergibt sich aus der (bekannten) Dichtefunktion f(z | 8) der vollstindi-
gen Beobachtungen als verallgemeinerte® Randdichte (vgl. [DEMPSTER ET AL. 1968]) zu

oy |8) = [+ [ =18 d (222.1)
)

Z(y

Der Integrationsbereich ist hierbei die Menge Z(y), es wird also also iiber sidmtliche
Vektoren z integriert, die durch die Abbildung (210.5) auf y abgebildet werden.

Die Randdichte ¢g(y | 8) aus (222.1) kann nun als Likelihoodfunktion verwendet werden,
so daf} die unbekannten Parameter aufgrund der tatsichlichen Beobachtungen y nach der
Maximum-Likelihood-Methode bestimmt werden kénnen.

Auf diese Weise kann prinzipiell mittels Maximum-Likelihood-Schétzung ein Schétzpro-
blem mit unvollstindigen Beobachtungsdaten gel6st werden. Allerdings werden in der
Regel andere Verfahren zur Parameterschitzung aus unvollstindigen Beobachtungsdaten
vorgezogen, was im allgemeinen 2 Griinde hat: Zum einen ist die Bestimmung der Rand-
dichte g(y | B) mittels numerischer Integration sehr rechenintensiv. Zum anderen bleibt
bei der beschriebenen Methode das Wissen um die Spezialitit der Dichtefunktion f(z | B)
ungenutzt. Im allgemeinen wird eine ganze Menge F von Dichtefunktionen f9(z | B) exi-
stieren, die durch Integration iiber Z(y) zu der gleichen Randdichte fithren wie f(z | B).
Das vorliegende Wissen dariiber, um welche dieser Dichtefunktionen es sich im konkreten
Fall handelt, bleibt also bei der vorgestellten Methode unberiicksichtigt. Es liegt hingegen
die Vermutung nahe, dafl sich dieses Wissen in der Parameterschitzung vorteilhaft ein-
bringen ldsst. Dies leistet der EM-Algorithmus. Er wird im folgenden nach einer Ableitung
seiner Schliisselgleichung allgemein definiert.

4Unter den vollstéindigen Beobachtungen werden im Rahmen dieser Arbeit die Elemente des vollstindi-
gen Beobachtungsvektors verstanden.

®Die in [KocH 1998] auf Seite 98 angegebne Randverteilung stellt einen Spezialfall der Gleichung
(222.1) dar. Sie ergibt sich aus (222.1), falls 2 = (21, @2, ... ,2n) und y = (Tip1, ... ,Tn) gilt.
Daher wird (222.1) hier als verallgemeinerte Randdichte bezeichnet.



12 KAPITEL 2. DER EM-ALGORITHMUS
23 Definition des (G)EM-Algorithmus

In diesem Abschnitt wird der Ezpectation-Mazimization-Algorithmus (EM-Algorithmus)
bzw. der allgemeinere Generalized Erpectation-Mazimization-Algorithmus (GEM-Algo-
rithmus) allgemein definiert. Zuniichst wird jedoch eine Gleichung abgeleitet, die als
Schliisselgleichung des (G)EM-Algorithmus® angesehen werden kann, da sie mafigeblich
zu dessen Verstdndnis beitrégt.

231 Schliisselgleichung des (G)EM-Algorithmus

Zur Ableitung der Schliisselgleichung wird zunéchst die bedingte Dichte f(z | y, 8) des
Vektors z der vollstiandigen Beobachtungen eingefiihrt fiir den Fall, dafl y und 8 gegeben
sind. Nach [DEMPSTER ET AL. 1968], Gl. (2.5) gilt

f(z]8)
2|y B) =200 231.1
f(z]y,B) O (231.1)
Somit folgt fiir die in Abschnitt 222 benutzte Likelihoodfunktion
f(z]8)
9y 18)=-—"T""%
WIO=5eTv.6)
und fiir die hierzu gehorende logarithmierte Likelihoodfunktion
L(B):=L(y | B) =logg(y | B) =log f(z | B) —log f (2 | y,B). (231.2)

Ziel ist es nun, die logarithmierte Likelihoodfunktion (231.2) durch Variation von 8 zu
maximieren, um eine Maximum-Likelihood-Schitzung der unbekannten Parameter 8 zu
erhalten. Die Dichtefunktion f(z | B) des vollstéindigen Beobachtungsvektors z wird da-
bei bis auf die unbekannten Parameter als bekannt vorausgesetzt. Da die logarithmierte
Likelihoodfunktion unter Ausnutzung dieser Kenntnis erfolgen soll, wird auf die Berech-
nung der Likelihoodfunktion nach (222.1) verzichtet und stattdessen die rechten Seite von
(231.2) maximiert. Eine Hiirde stellt in diesem Zusammenhang die Tatsache dar, daf§ der
vollstdndige Beobachtungsvektor z fehlende, also numerisch unbekannte Beobachtungen
enthiilt, so dal weder f(z | B) noch f(z | y, ) in Abhéngigkeit von 8 direkt ausgewertet
werden konnen. Die Grundidee zur Uberwindung dieser Hiirde besteht darin, die fehlen-
den Beobachtungen aus z durch deren Erwartungswerte’ zu ersetzen, um dann die rechte
Seite von (231.2) durch Variation von £ zu maximieren. Dies ist das Grundprinzip des
EM-Algorithmus, der als iteratives Verfahren definiert ist (vgl. Abschnitt 232).

Zunichst wird vorausgesetzt, dafl mit B4 vorldufige Schétzwerte fiir die unbekannten
Parameter vorliegen. Mit Hilfe der Gleichung

L(y | B) =logg(y | B) =log f(z | BV) —log f(2 | y,BT))  (231.3)

sollen nun neue Schitzwerte B(i“) fiir B berechnet werden, wozu die logarithmierte Li-
kelihoodfunktion L(y | B#Y)) als Zufallsvariable aufgefasst wird. Es kann der Erwar-

tungswert dieser Zufallsvariable iiber Z(y) berechnet werden, wobei zur Berechnung der

6Soweit in dieser Arbeit der Ausdruck (G)EM-Algorithmus verwendet wird, beziehen sich die entspre-
chenden Aussagen sowohl auf den EM-Algorithmus als auch auf den GEM-Algorithmus

"Die Berechnung dieser Erwartungswerte erfolgt iterativ und stiitzt sich jeweils auf vorher ermittelte
Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter. Das Verfahren wird noch ausfiihrlich erlgutert.



23. DEFINITION DES (G)EM-ALGORITHMUS 13

benétigten Dichtefunktionen f(z | y,8) die vorldufigen Schiitzwerte 8% herangezogen
werden. Aufgrund der Linearitidt des Erwartungswertoperators erhilt man zunéchst

E[L(y | BY) | y, B = Ellog f(z B(i“)) 9,89
Ellog f(z | y,8%Y) | y,89]. (231.4)
Hierin gilt fiir die linke Seite
E[L(y | B“) | y, BY] = Ellogg(y | B¢ | y, 8]
= [ [toxaty |81z 1 9.5 dx

— logg(y | B) / - / J(z |y, B%) dz (2315)
Z(y)

=logg(y | B*Y)

= L(y | B"™).

Durch Einsetzen von (231.5) in (231.4) erhdlt man die

Schliisselgleichung des EM-Algorithmus:

L(y | B%Y) = Ellog f(z | BY) | y, B9
— Ellog f(z | 3,8V | y,8%] (231.6)

bzw.

L(y | By = QB | BW) — H(BUHD | 1)), (231.7)

wartungswerte in (231.6). Die Grofie Q( ) | BD) wird in diesem Zusammenhang als
Kullback-Leibler-Statistik und —H (B | B®) als Entropie® bezeichnet.(Vgl. hierzu u.a.
[HORNEGGER 1996],[FORSTNER 1991))

Explizit gilt fiir die Kullback-Leibler-Statistik

Q(BUY | BY) := Ellog f (= | BYY) | y, BY]

=/---/f(z | BN f(z |y, BD)dz (231.8)
Z(y)

und fiir die Entropie

Hierin bedeuten Q(8¢+) | @) und (B(Z“ | ,3(1)) Abkiirzungen fiir die beiden Er-
B(
B

H(B | B9) := Ellog f(z | y, B“) | y, B

= [+ [1og sz 9.5 )1z 9, B0)a, (231.9)
Z(y)

8Der Begriff der Entropie stammt aus der Informationstheorie. Unter der Entropie versteht man den
Mittleren Wert der zu tibermittelnden Information. (vgl. [FORSTNER 1991])
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wobei f(z |y, 84) mit (231.1) berechnet werden kann®.

Bei gegebenem Vektor B0+ lassen sich die beiden Erwartungswerte der rechten Seite von
(231.6) bzw. (231.7) mittels der Integrale (231.8) und (231.9) und damit die logarithmierte
Likelihoodfunkion L(y | B¢tY) (ggf. durch numerische Integration) berechnen.

Gleichung (231.6) bzw. (231.7) kann als Schlisselgleichung des EM - Algorithmus angese-
hen werden, da sie die Grundlage fiir das nachfolgend vorgestellte iterative Verfahren zur
Bestimmung der unbekannten Parameter bereitstellt. Aus dem beschriebenen Verfahren
folgt unmittelbar der EM-Algorithmus.

Iteratives Verfahren:

1.) Es wird ein Startvektor B(O) als vorldufige Schéitzung fiir die unbekannten Parameter
gewihlt. Die Wahl erfolgt mehr oder weniger willkiirlich.

2.) Ausgehend von der vorldufigen Schétzung B(i) der unbekannten Parameter wird
(231.6) in Verbindung mit (231.8) und (231.9) dazu verwendet, die logarithmierte
Likelihoodfunktion L(y | BU*Y) fiir alternative Parameter 3%+ zu berechnen.'
Es werden diejenigen Parameter (1) bestimmt, fiir die L(y | 8%"Y) maximal
wird. Diese Parameter stellen neue (verbesserte) Schitzwerte fiir die unbekannten
Parameter dar.

3.) Falls die Abweichung 186+ — B@|| der neuen Schitzung B@+Y von der vorheri-
gen Schitzung B® einen Schwellwert e iiberschreitet, wird das Verfahren mit den
verbesserten Schitzwerten bei 1.) fortgesetzt.

4.) Die endgiiltigen Schitzwerte B* werden ausgegeben.

Das iterative Vorgehen ist notwendig, da in jeder Iteration die erhaltenen vorldufigen
Schétzwerte von den Schétzwerten des vorherigen Schrittes abhidngen.

Ubergang auf den EM-Algorithmus:

Beim oben beschriebenen iterativen Verfahren wird in jeder Iteration das Maximum der
logarithmierten Likelihoodfunktion entweder analytisch oder numerisch bestimmt. Wegen

L(y | B%V) = Q(B™Y | BV) — H(BD | BD).

miissen dazu die Kullback-Leibler-Statistik Q(8¢+" | %) und die negative Entropie
H(BE | B8O in Abhiingigkeit von 8U+1) analytisch oder numerisch berechnet werden.
Wie aus (231.1) und den Erlduterungen zu (222.1) und (231.9) hervorgeht, fiihrt dabei
insbesondere die numerische Berechnung der Entropie —H zu erheblichem Rechenauf-
wand.

Zur Verringerung des Rechenaufwandes macht man sich im Hinblick auf den EM-Algorithmus
folgende Eigenschaft der Entropie zunutze: Es kann gezeigt werden, daf} im (i 4+ 1)-ten
Iterationsschritt die negative Entropie H (8% | B®) fiir jeden beliebigen Vektor B

9Wie weiter unten erliutert, wird im Rahmen des EM-Algorithmus bei der Auswertung von (231.6)
bzw. (231.7) auf die Berechnung der Entropie verzichtet. Somit braucht die aufwendige Berechnung von
f(z | y,B0+Y) und die zugehdrige Integration tatséchlich nicht zu erfolgen

0Dje Berechnung der logarithmierten Likelihoodfunktion und die anschlieBende Maximierung kann in
vielen Féllen analytisch erfolgen. Ist dies nicht mdglich, so muf8 mit numerischen Verfahren gearbeitet
werden, bei denen die logarithmierte Likelihoodfunkion (231.6) numerisch berechnet.
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mindestens so grof§ wird wie die sich mit den ,,alten” Parametern B(i) ergebende Grofle
H(BD | D). Die entsprechende Aussage liefert der

Satz: FEs seien B(i) und B’ zwei Vektoren des Parameterraumes B, dann gilt
H(B' | BY) < H(BY | D). (231.10)
Identitdt herrscht genau dann, wenn tberall in z gilt

fz|y,B89) = f(z|y,8) (231.11)

BEWEIS: Betrachte die Differenz
H(B' | D) - H(BD | p)
= Ellog f(z | y,8") | y,8%] — Ellog f(z | y, ) | y, B
= Eflog f(z | 4, 8') —log f (2 | 4, 8Y) | y, B8]

_ f(z]y.8) 2(i)
= Fl —_— ,
log (f(ZIy,ﬁ(’))> 4,57

f(z1y,B) 2(i)
Og{f(z . 50) } f(z|y,BY)dz (231.12)

Z(y)

Durch Taylor-Entwicklung der Logarithmusfunktion log x an der Stelle zy = 1 ergibt sich
bei Verwendung des Lagrange-Restgliedes vom Grad 2 (vgl. [HELFRICH IT 1996])

log(z) = (z —1) — o7

mit ¢ zwischen 1 und z, also & € [z;1] falls x < 1 bzw. £ € [1;z] falls x > 1. Daraus folgt
log(z) < z — 1, wobei Gleichheit genau dann gilt, wenn = = 1. Hiermit ergibt sich

D ACaE N (0
S/z /{f(zly,B“)) l}f(z'y’ﬁ Ve
(%)
:/.../{f(z|y’ﬁl)_f(z|y’lé(i))}dz
Z(y)
— [ [11vp dz—/ /fz|yﬂ Jdz=1-1=0,
Z(y

da nach (222.1) und (231.1) gilt

5(9) 1 5 (%) y .
o flzly,B )dz=———7+ [ | f(z|y,B ")dz =1 fir¢=(i,i+1).
/-] g(ym(“’))/ Z(y)/

Z(y)

Hieraus folgt schlieflich die erste Aussage H(8' | 3%) — H(B® | 3®) < 0

Entsprechend der im Zusammenhang mit der Taylorentwicklung der Logarithmusfunktion
getroffenen Aussagen gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn in (231.12) und damit
iiberall in z gilt f(z | ¥,8') = f(z | v,B8®). Somit sind beide Aussagen des Satzes
bewiesen. O
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Aus der Eigenschaft H(8' | 8%9) < H(B® | BM) resultiert im Hinblick auf den EM-
Algorithmus nun folgende Uberlegung: Wird bei dem oben beschriebenen iterativen Ver-
fahren nur die Kullback-Leibler-Statistik ) betrachtet und werden dabei im (i + 1)-ten
Tterationsschritt Schitzwerte B0+1 gefunden, fiir die Q(,B(“r1 | B ) > Q(B B | B®) gilt,
so ist damit wegen H > 0 nach (231.9) und H (8D | B®) < H(B® | B®) gleichzeitig
eine Vergroflerung der logarithmierten Likelihoodfunktion

L(y | BY) = (B | D) — H(BY | B9) > L(y | BY)

im Vergleich zu L(y | %) verbunden. Aus diesem Grund verzichtet man auf die (rechen-
tintensive) Auswertung der negativen Entropie H und beschriankt sich bei den Iterationen
des EM-Algorithmus auf die Maximierung der Kullback-Leibler-Statistik Q'*.

Im folgenden wird der EM-Algorithmus formal definiert.

232 Definition des EM-Algorithmus

Wie im letzten Abschnitt bereits erldutert, besteht der EM-Algorithmus in der iterativen
Berechnung und Maximierung der Kullback-Leibler-Statistik Q(80+1) | (). Die Definiti-

on des EM-Algorithmus in seiner allgemeinen Form lautet (vgl. [ DEMPSTER ET AL. 1968]):

Definition: [EM-ALGORITHMUS]

Fiir den Zufallsvektor z der vollstindigen Beobachtungen sei die von den unbekann-
ten, festen Parametern B abhéingige Wahrscheinlichkeitsdichte f(z | B) bekannt. In z
seien fehlende, also durch Messungen nicht direkt zugéngliche Beobachtungen wie ggf.
auch tatsédchliche Beobachtungen enthalten. Die tatsichlichen Beobachtungen seien
im Vektor y und die unzugénglichen Beobachtungen im Vektor & zusammengefafit.
Dann besteht der Ezpectation Mazimization - Algorithmus (EM-Algorithmus) aus der
iterativen Anwendung des FEzpectation-Schrittes (E-Schritt) und des Mazimization-
Schrittes (M-Schritt):

E-Schritt: Berechne die Kullback-Leibler-Statistik

QBT | B9) = Ellog f(= | BY) |y, 9] nach (21.8)

M-Schritt: Maximiere die Kullback-Leibler-Statistik, um die neue Schétzung
Bt zu erhalten.

BEHY = arg_max Q(BV | BY) (232.2)
ﬁ(“‘l)EB

Hierin bezeichnet B den Parameterraum der unbekannten Parameter.

Beim EM-Algorithmus wird im M-Schritt die Maximierung der Kullback-Leibler-Statistik
gefordert. Es muf} also gelten

QB | B > Q(B' | BY) fiir alle Paare (8',8%) € B x B. (232.3)

"Die Beschrinkung auf die Maximierung der Kullback-Leibler-Statistik fiihrt dazu, da8 die Werte
,@ (i+1) fiir die Q maximal wird, nicht unbedingt auch die logarithmierte Likelihoodfunktion maximieren.
Daher sind fiir die Kullback-Leibler-Statistik und die logarithmierte Likelihoodfunktion differenzierte
Konvergenzbetrachtungen erforderlich(vgl. Kap 3.

(232.1)
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Fordert man hingegen nur, dafl in der Iteration der neue Schitzwert B(”Al)eine mindestens
so grofe Kullback-Leibler-Statistik liefert wie der vorherige Schitzwert 8, so erhilt man
den sogenannten Generalized EM -Algorithmus (GEM).

Definition:{GEM-ALGORITHMUS]

Wird im M-Schritt lediglich gefordert, dafi die im (i 4+ 1)-ten Iterationsdurchgang mit
der neuen Schitzung BU*+") berechnete Kullback-Leibler-Statistik mindestens so grof
ist wie die mit der alten Schitzung B(i)berechnete Kullback-Leibler-Statistik, also

QB | BD) > Q(BY | BV) (232.4)

so bezeichnet man den zugehorigen Algorithmus als Generalized FExpectation-
Mazimization-Algorithmus (GEM-Algorithmus).

Diese Definitionen stellen die Grundlage fiir die nachfolgenden Untersuchungen der Ei-
genschaften des EM-Algorithmus bzw. des GEM-Algorithmus dar. Der Ablauf der Para-
meterschitzung aus unvollstindigen Beobachtungsdaten mittels des EM-Algorithmus ist
in Abbildung 1 schematisch dargestellt.

233 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Maximum-Likelihood-Methode kurz vorgestellt und erléutert,
wie sich damit Parameterschétzungen aus unvollstdndigen Beobachtungsdaten durchfiihren
lassen. Im Anschlufl daran wurde die Schliisselgleichung des EM-Algorithmus abgeleitet
und das sich daraus ergebende iterative Verfahren zur Parameterschitzung aus unvoll-
stindigen Daten beschrieben. Es wurde aufgezeigt, wie durch aus diesem iterativen Ver-
fahren der EM-Algorithmus entsteht. AbschlieBend wurden der EM-Algorithmus und der
GEM-Algorithmus formal definiert und deren Unterschied wurde erldutert.

Im nichsten Kapitel werden die Eigenschaften des (G)EM-Algorithmus beschrieben. Fiir
die konkrete Anwendung dieses Algorithmus ist dabei insbesondere die Frage zu stellen,
unter welchen Bedingungen der Algorithmus wie schnell zu welchem Ergebnis fiihrt.
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G

Wiihle eine geeignete Dichte f(z | B)

Berechne die Randdichte f(z | y, 8)

Setze 1:=0

E-Schritt: Berechne Q(B(i“) \ B(i))

M-Schritt: Berechne B(i“) = arg p?ax)Q(,B(iH) | [—}(i))
ﬁ i+1

Setze i:=i+1

nein

A1) o

B9=p

ja

Ausgabe der Schitzung 8

SN

Abbildung 1: Ablaufschema des EM-Algorithmus
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Kapitel 3

Eigenschaften des EM-Algorithmus

In diesem Kapitel werden die Eigenschaften des EM-Algorithmus beschrieben. Insbeson-
dere ist hierbei von Interesse, unter welchen Bedingungen der Algorithmus konvergiert
und ob er tatsdchlich wie gewiinscht die logarithmierte Likelihoodfunktion maximiert.

Wie sich aus den Definitionen (232.2) bzw. (232.4) ergibt, stellt der EM-Algorithmus einen
Spezialfall des allgemeineren GEM-Algorithmus dar. Daher werden im Weiteren vor allem
die Eigenschaften des GEM-Algorithmus wiedergegeben. Fiir den EM-Algorithmus gelten
diese Eigenschaften dann entsprechend.

31 Vorbemerkungen

Im Rahmen des EM-Algorithmus werden in jeder Iteration neue (verbesserte) Schitzwerte
BUtY fiir die unbekannten Parameter unter Zuhilfenahme der in der vorherigen Iteration
erhaltenen Schitzwerte 8% bestimmt. Es entsteht eine Folge von Parametervektoren

500 A1) A(2)
{0} =8".5"8",... (310.1)

deren einzelne Folgenglieder jeweils vom vorherigen Folgenglied abhéingen. Aufrund dieser
Abhéngigkeit wird davon ausgegangen, dafl der Parametervektor B(i“) der (i + 1)-ten
Iteration formal aus dem Parametervektor B(i) der i-ten Iteration durch eine Abbildung
A : B — B hervorgeht; der Maximization-Schritt wird also beschrieben durch

~

A:BW — BEFY = 4(BY). (310.2)

Im Allgemeinen ergeben sich fiir verschiedene Startwerte [3(0) in der i-ten Iteration un-
terschiedliche Schétzwerte B%. Die zu den Schitzungen B¢ gehérenden Werte L(8®) =
L(y | BY) der logarithmierten Likelihoodfunktion bilden die Folge

{L@B")}  =LB

o Yoo (310.3)
Entsprechend der Definition (232.2) kommen beim EM-Algorithmus in jeder Iteration
(1 + 1) als neue Schitzung B(i“) alle Vektoren B in Frage, die die Kullback-Leibler-
Statistik Q(,@ | B(i)) in dieser Iteration maximieren; sie bilden die Losungsmege N(+1)
des M-Schrittes der (i + 1)-ten Iteration. Wegen der Abhéngigkeit der Kullback-Leibler-
Statistik von der Schitzung 8® hingt die Losungsmenge der (i + 1)-ten Iteration von der
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Schiitzung B aus der i-ten Iteration ab. Diesem Umstand Rechnung tragend, wird die
Abbildung

N:B—=UCDB bzw. (310.4)
N:BY s NBY)={B:Q(B|BY)>QB|BY) VB c B} (310.5)

des Parameterraumes B auf die Menge U aller Teilmengen des Parameterraums eingefiihrt.
Durch sie wird jeder Schitzung B der i-ten Iteration die sich hieraus ergebende Losungs-
menge Nt = N(B®) des M-Schrittes der (i+1)-ten Iteration zugeordnet'. Analog wird
entsprechend der Definition (232.4) fiir den GEM-Algorithmus die Abbildung

M:B—->UCB bzw. (310.6)
M:BD = M(BY) ={B:Q(B|BY)>Q(BY|B7)} (310.7)

des Schiitzwertes B auf die Teilmenge M (B®) des Parameterraumes eingefiihrt. Mit ihr
ergibt sich die Losungsmenge M(+Y) des M-Schrittes in der (i 4+ 1)-ten EM-Iteration zu
MG+ — M(B(i))l.

Bei den Abbildungen N und M wird jeweils ein Punkt 8@ auf eine Menge N (B(i))
bzw. M(B®) abgebildet. Eine solche Abbildung bezeichnet man als eine Punkt-Menge-
Abbildung (PMA). Im Zusammenhang mit Punkt-Menge-Abbildungen wird hiufig der
Begrift der Abgeschlossenheit verwendet.

Definition: |[ABGESCHLOSSENHEIT EINER PUNKT-MENGE-ABBILDUNG]|

Man bezeichnet eine auf der Menge B erklirte Punkt-Menge-Abbildung M : B — U wvon
Punkten B € B auf Mengen M(B) € U als abgeschlossen an der Stelle 8%, falls sie
folgende Eigenschaft besitzt:

Ist {,B(k)}kzo mit B® € B eine im Urbild B definierte Folge mit dem Grenzwert 8*,
d.h. B*) — B* und {L(k)}kzo eine auf der Menge U definierte Folge mit dem Grenzwert
L*, d.h. L® — L* deren Folgenglieder L™*) jeweils in der Menge M(,B(k)) liege&lﬁléﬁ)
L® e M(B®), dann folgt L* € M(B%). .
Die Abgeschlossenheitsbedingung fiir Punkt-Menge-Abbildungen ist vergleichbar mit der
Stetigkeitsbedingung fiir Abbildungen, bei denen Punkte auf Punkte abgebildet werden

(Vgl. [KERNER ET AL. 1995], S. 277).

In den folgenden Abschnitten wird bei der Beschreibung der Eigenschaften des (G)EM-
Algorithmus auf die Vorbemerkungen dieses Abschnittes zuriickgegriffen.

32 Eigenschaften des (G)EM-Algorithmus

Bereits aus den Erlduterungen zur Schliisselgleichung des EM-Algorithmus in Abschnitt
231 und der Definition (232.4) des GEM-Algorithmus gehen zwei Eigenschaften des (G)EM-
Algorithmus hervor:

1.) In der (i + 1)-ten Iteration liefert die neue Schitzung BU+1) eine mindestens gleich
grofie Kullback-Leibler-Statistik wie die Schétzung B der vorherigen Iteration i,
QB | Y > Q(B® | BY)). Dies ergibt sich unmittelbar aus der Definition
(232.4) des GEM-Algorithmus.

'TIm folgenden ist also zu beriicksichtigen, da8 das Symbol N entweder im Zusammenhang mit der

Losungsmenge N (1) eines M-Schrittes oder mit der Abbildung N (3(?) auftritt. Entsprechendes gilt fiir
M.
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2.) Die negative Entropie H wird in der (i + 1)-ten Iteration mit der neuen Schétzung
,B(itl) hochstens so grofl wie mit der Schéitzung B der vorherigen Iteration i,
H(B™D | B9) < H(BYW | D). (vel. (231.11))

Uber das aus diesen Eigenschaften resultierende Verhalten der logarithmierten Likelihood-
funktion L(B) wihrend der EM-Iterationen wurde bisher noch keine explizite Aussage
getroffen. Das Verhalten von L(3) ist aber besonders von Interesse, da das Ziel des EM-
Algorithmus ja darin besteht, zu einer Maximum-Likelihood-Schétzung zu gelangen. Im
néchsten Abschnitt wird daher das Verhalten der logarithmierten Likelihoodfunktion im
Rahmen des GEM-Algorithmus beschrieben und es werden Bedingungen genannt, unter
denen die logarithmierte Likelihoodfunktion zu einem lokalen Maximum bzw. zu einem
stationdren Punkt konvergiert. Im darauf folgenden Abschnitt erfolgen dann Betrachtun-
gen zur Konvergenz der Parameterfolge {8®};o.

321 Zum Verhalten der Likelihoodfunktion wihrend der (G)EM-
Iterationen

Eine erste Aussage beziiglich des Verhaltens der logarithmierten Likelihoodfunktion in
den (G)EM-Iterationen liefert der

(0)) (1))

Satz: Im Rahmen des GEM-Algorithmus wdchst die Folge L(,fi

den Iterationen erhaltenen logarithmierten Likelihoodfunktionen L(B)
noton, d.h. es gilt fir jede Iteration (i + 1)

,L(B ,... der in
=logg(y | B) mo-

L(BY) > L(BY), (321.1)

wobei das Gleichheitszeichen genau dann giltig ist, wenn sowohl

QB | V) =Q(BY | BY) (321.2)
als auch
f(z |y, B = f(z |y, BY) firaleze Z (321.3)

qilt.

BEWEIS: Nach (231.7) gilt fiir die Differenz der logarithmierten Likelihoodfunktion zweier
aufeinanderfolgender Iterationen ¢ und (i + 1)

LBD) - L(BY) = QBT | BO) — H(BD | BO)
—[QBY | By — H(BD | gE-)] (321.4)
Zum Beweis des Satzes muf} gezeigt werden, daf3 dieser Ausdruck nicht negativ ist und dafl

Gleichheit genau unter den genannten Bedingungen gilt. Hierzu wird zunichst die rechte
Seite von (321.4) umgeformt. Es gilt

(i—1) (i-1)

QB 18~ (B |8
= Ellog f(z | B9) | 4,8 "] - Ellog f (= | v, 89) | , B
— Ellog f(z | BD) —log f(z | 5, 8D) | 4,8 "]

(i—-1)

]
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f(z|BY) 5 (i—1) . S=1BY) e 30)
7z 9,59 b 9. B0) W[5

= FEllogg(y | B(z‘)) | y,B(i_l)] _ /---/logg(y | B(z’))f(z | y,B(i_l))dz
()

= Eflog

?

~ (i ~(2—1
—togg(y | B9) [ -+ [1(=1 9.5 "az
Z(y)
=logg(y | BY).
Nach (231.3) und (231.7) gilt aber auch log g(y | ,B(i)) = Q(,B(i) | B(i)) — H(,B(i) | B(i)), o)
daB fiir die rechte Seite von (321.4) folgt

(i—-1)

LB =QBY | ")~ HBY |77 = QBY | 39) ~ H(BY | BY). (321.5)

Zum Beweis des Satzes ist somit die Beziehung
QB | D) — H(BY | BY) —1Q(BY | BY) -~ H(BY | B)] > 0
zu verifizieren. Aus der Definition (232.4) des GEM-Algorithmus und der Beziehung H (B9 |
B > H(BHD | 1) aus (231.11) folgt
QB | D) — H(BUD | BY) - Q(BY | BY) + H(BW | BY)
= [RB™Y | BY) —QBY | B+ [HBY | BY) ~ HB™ | BD)] >0

=:R>0 ::S>0

Hieraus folgt die erste Aussage.
Gleichheit besteht genau dann, wenn R=S=0 gilt. Nach (231.11) ist dies genau dann der
Fall, wenn (321.2) und (321.3) erfiillt sind. Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. O

Das monotone Wachstum der logarithmierten Likelihoodfunktion wihrend der (G)EM-
Iterationen stellt eine wichtige Eigenschaft des (G)EM-Algorithmus dar: Zusammen mit
der unten geforderten Kompaktheit des Parameterraumes B (vgl. (322.2)) gewdihrlei-
stet sie die Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion im Rahmen des (G)EM-
Algorithmus (vgl. die Betrachtungen zur Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunk-
tion in Abschnitt 322).

Als erste, direkte Konsequenz der Monotonie der Folge { (,@ (i+1) )} ergibt sich der
i>0

Satz: Das Mazimum L) der logarithmierten Likelihoodfunktion stellt einen F BRangy
des GEM-Algorithmus dar.

Denn falls in der i-ten Iteration des (G)EM-Algorithmus mit 3® vorliufige Schiitzwerte
fiir die unbekannten Parameter gefunden werden, fiir die die logarithmierte Likelihood-
funktion L(8) maximal wird, also L(B8®) = L) > [(B) fiir alle 8 € B, so folgt aus
(321.1) fiir die darauf folgende Schitzung B¢+ € B in der (i + 1)-ten Iteration

1.) L(B(i+1)) = L(,@(i)) = LA(m‘””), die logarithmierte Likelihoodfunktion nimmt also fiir
die neuen Schitzwerte B0*1 wieder den gleichen Wert an wie im i-ten Schritt,
und somit aus (321.2) und (321.3)
2.) Q(BUHY | BO) = Q(BD | D), die Kullback-Leibler-Statistik nimmt in der (i + 1)-
ten Iteration den gleichen Wert an wie in der i-ten Iteration,
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3) f(z | y,BEY) = f(z | y,BY) fiir alle 2, die Dichtefunktion f(z | y, B0V)
ist iiberall in z identisch mit der Dichtefunktion f(z | y,3), die mit Hilfe der
Schitzwerte der i-ten Iteration berechnet wird.

Obwohl sich der Wert der logarithmierten Likelihoodfunktion in nachfolgenden Iterationen
nicht mehr dndert, wenn sie in einer Iteration 7 einmal ihr Maximum erreicht hat, bedeutet
dies jedoch nicht, dafl damit auch ihr Argument, also die Schitzung ,@ fiir die unbekannten
Parameter festliegt. Denn nimmt die logarithmierte Likelihoodfunktion ihren Maximal-
wert fiir mehrere, voneinander verschiedene 8 € B an, so besteht die Moglichkeit, daf3 die
Schétzungen der nachfolgenden Iterationen zwischen diesen Vektoren alterniert, ohne dafl
die logarithmierte Likelihoodfunktion ihren Wert dndert. Setzt man jedoch voraus, dafl die
logarithmierte Likelihoodfunktion ihr Maximum nur in einem Punkt 8* annimmt und daf}
dieses Maximum im i-ten EM-Iterationsschritt ereicht wird, also L(8®) = L(8*) > L(B)
fiir alle 8 € B\ {81}, so folgt fiir die niichste Iteration des GEM-Algorithmus

(Dies 148t sich durch Widerspruch beweisen. Nimmt man an, daf§ B(”l) + B(i), so gilt
L(BU+D) > pmaz) 5 [,(3i+1)) ¢ B, was einen Widerspruch zur Annahme darstellt.)

Zusammenfassend kann also der folgende Satz festgehalten werden:

Satz: Hat die logarithmierte Likelihoodfunktion L(B) innerhalb der (G)EM-Iterationen
einmal ihren Mazimalwert L) erreicht, so andert sich ihr Wert in den nachfolgenden
Iterationen nicht mehr. Besitzt die logarithmierte Likelihoodfunktion nur an einer Stelle
B* € B dieses Maximum, so liegt dann auch der endgiiltige Schitzwert B=p fest(,?)é(i@ﬁ
liegt eine mehrdeutige Lésung des Optimierungsproblems vor.

322 Betrachtungen zur Konvergenz der logarithmierten Like-
lihoodfunktion

Die Tatsache, da8 die Folge {L(B8};>o der logarithmierten Likelihoodfunktion wihrend
der (G)EM-Iterationen monoton wéchst und da8 das globale Maximum L* einen Fix-
punkt des Algorithmus darstellt, ldsst noch keine Aussage dariiber zu, ob und ggf. unter
welchen Bedingungen {L(8};5¢ iiberhaupt konvergiert. Wird in einer Iteration das glo-
bale Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion erhalten, so folgt zwar aus den
bisherigen Uberlegungen, daB {L(B)}iso konvergiert. Es ist bisher jedoch nicht geklirt,
ob das Maximum L* in den (G)EM-Iterationen iiberhaupt erreicht wird.

Fiir die Betrachtungen zur Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion wird von
folgenden Annahmen ausgegangen:

Annahme 1: Die Menge Bg, = {8 € B : L(B) > L(B,)} ist fiir jedes L(B,) @27%?
kompakt. '

Annahme 2: Die Funktion L(B) ist stetig in B und differenzierbar im Inneren v()ggﬁ'g)

Annahme 3: Die logarithmierte Likelihoodfunktion nimmt ihren Mazimalwert L* im
Innern des Parameterraums B an, d.h. das globale Mazximum ist gleichzeitig m(g}ézegjz
lokales Mazimum der logarithmierten Likelihoodfunktion L(83). '

Bemerkungen:
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Entsprechend der Ausfithrungen in Abschnitt 21 handelt es sich bei dem Parameterraum B
um eine Teilmenge des u-dimensionalen euklidschen Vektorraumes, B C R*. Entsprechend
den Ausfithrungen in [KERNER ET AL. 1995] ist eine solche Teilmenge des R* genau dann
kompakt, wenn sie abgeschlossen® und beschrinkt* ist. Mit Annahme 1 wird also davon aus-
gegangen, dafl es sich bei der Losungsmenge des Maximization-Schrittes in jeder Iteration
des GEM-Algorithmus jeweils um eine abgeschlossene und beschrinkte Menge handelt. Dies
ist eine sehr schwache Forderung, so da Annahme 1 nahezu immer richtig ist3. Auch die mit
den Annahmen 2 und 3 verbundenen Forderungen nach Stetigkeit und Differenzierbarkeit
der logarithmierten Likelihoodfunktion bzw. nach dem Auftreten des globalen Maximums
der logarithmierten Likelihoodfunktion im Inneren des Parameterraumes, sind fiir viele Dich-
tefunktionen kontinuierlicher Zufallsvariable - insbesondere fiir die Normalverteilung und die
Exponentialverteilung (vgl. [DEMPSTER ET AL. 1968]) - erfiillt. Somit sind die nachfolgend
unter den Annahmen 1, 2 und 3 getroffenen Aussagen praktisch von sehr allgemeiner Giiltig-
keit.

Die beiden Annahmen (322.1) und (322.2) lassen nachstehende Folgerung zu:
Nach (322.1) entstammt jedes Glied der Folge {8®};5¢ der beschrinkten Menge BB(O).

Somit ist {B(i)}izo eine beschrinkte Folge. Wegen der angenommenen Stetigkeit der
logarithmierten Likelihoodfunktion L(8) nach (322.2) folgt hieraus, dafi auch die Fol-
ge {L(B)}io beschriinkt ist. Insgesamt handelt es sich also bei {L(8%)};so um ei-
ne monoton wachsende und unter den (praktisch sehr hiufig zutreffenden) Annahmen
(322.1) und (322.2) um eine nach oben beschréinkte Folge. Nach dem Satz von BOLZANO-
WEIYERSTRASS (vgl. [KERNER ET AL. 1995], S. 35) ist jede solche monotone und be-
schrénkte Folge konvergent, womit die Konvergenz von {L(,B(i))}izo folgt. Dies fiihrt auf
den

Satz: Mit Ausnahme der Fille, in denen die Annahmen (322.1) und (322.2) nicht zu-
treffen, ist beim (G)EM-Algorithmus die Folge {L(B™)}i>o der Werte der logarithmierten
Likelihoodfunktion, die sich mit den in den (G)EM-Iterationen erhaltenen Schdtzungen

B fir die unbekannten Parameter ergeben, konvergent. Der Grenzwert wird mit L* be-
zeichnet. (322.4)

Nachdem die Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion im Rahmen des (G)EM-
Algorithmus nachgewiesen ist, stellt sich die Frage, ob es sich bei dem Grenzwert L*
um das gesuchte globale Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion handelt; die
bisherigen Uberlegungen lassen diesbeziiglich noch keine Aussage zu.

Treffen die Annahmen 1, 2 und 3 zu, so handelt es sich bei dem Grenzwert L* entweder
- um einen Wert, der zu einem lokalen Maximum der logarithmierten Likelihoodfunk-

tion gehort, das mit ihrem globalen Maximum iibereinstimmt, oder

- um einen Wert, der zu einem sonstigen lokalen Maximum der logarithmierten Like-
lihoodfunktion gehort oder

- um einen Wert, der zu einem stationiiren Punkt® gehort.

3Eine Teilmenge £ des R* heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement £ = R*\€ offen ist, d.h. wenn
zu jedem Punkt & € £ eine Kugel mit Mittelpunkt in & existiert, die vollstéindig in £ liegt.

4Eine Teilmenge des R heift beschrinkt, wenn es eine Kugel mit endlichem Radius gibt,die die Menge
volltsdndig einschlieft.

5Zumindest dem Verfasser ist kein Fall bekannt, in dem Annahme 1 nicht erfiillt wire.
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L(B) &

globales Maximum

lokales Maximum

stationidrer Punkt

Abbildung 1: Theoretisch mogliche Konvergenzpunkte des EM-Algorithmus

Fiir den Fall, dal bei einer Parameterschitzung nur ein unbekannter Parameter g zu
bestimmen ist, sind die méglichen Félle in Abbildung 1 dargestellt.

Selbst wenn im M-Schritt des (G)EM-Algorithmus globale Optimierungsverfahren zur Ma-
ximierung der Kullback-Leibler-Statistik eingesetzt werden, ist es i.a. nicht sicher, daf§ der
(G)EM-Algorithmus zum gesuchten globalen Maximum der logarithmierten Likelihood-
funktion fiihrt. Das liegt daran, daf beim (G)EM-Algorithmus die negative Entropie H un-
beriicksichtigt bleibt: Nach der Schliisselgleichung des (G)EM-Algorithmus 231.7 gilt mit
der Schiitzung 8% der i-ten (G)EM-Iteration die Beziehung L(8) = Q(8 | B%) — H(S |
B®). Im Rahmen des (G)EM-Algorithmus wird die hierin enthaltene negative Entropie
H nicht weiter beriicksichtigt, sondern im M-Schritt wird lediglich die Kullback-Leibler-
Statistik maximiert. Diese Vernachlissigung der Grofle H fiihrt dazu, dafi der (G)EM-
Algorithmus auf eine Schitzung B fiihrt, die i.a. nicht zugleich die Grofle L = Q + H
global maximiert. So kommt es zur Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion
gegen einen Wert, der zu einem (vom globalen Maximum verschiedenen) lokalen Maximum
oder zu einem stationdren Punkt gehort.

Im folgenden soll nun erklirt werden, unter welchen Bedingungen im Rahmen des (G)EM-
Algorithmus mit der Konvergenz der logarithmierten Likelihoodwerte zu einem globalen
Maximum, einem lokalen Maximum oder zu einem stationidren Punkt (z.B. Sattelpunkt)
zu rechnen ist.

Grundlegend fiir die hier angestellten Konvergenzbetrachtungen ist das folgende

Theorem iiber globale Konvergenz

Satz: FEs sei {a;}2,, a; € A eine Folge von Punkten mit a;11 € F(a;), wobei F eine
auf der Menge A definierte Punkt-Menge-Abbildung bezeichnet. Weiter sei mit ' C A

6Ein stationédrer Punkt der logarithmierten Likelihoodfunktion ist ein Punkt, in dem der Gradient der
logarithmierten Likelihoodfunktion zwar gleich dem Nullvektor ist (d.h. die Notwendige Bedingung fiir
ein lokales Extremum ist in diesem Punkt erfiillt), bei dem es sich jedoch um kein lokales Extremum der
logarithmierten Likelihoodfunktion handelt.
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eine Losungsmenge’ gegeben und es gelte:

1.) Alle Punkte a; sind Elemente einer kompakten Menge S C A
2.) Die Punkt-Menge-Abbildung F' ist abgeschlossen in A\I'

3.) FEs ist eine stetige Funktion v(a) auf A definiert, fir die gilt

a) gehort a nicht zur Lésungsmenge , also a ¢ T, dann gilt fir alle Punkte b des
Bildes F(a) die Beziehung y(b) > v(a)

b) gehirt a zur Lisungsmenge, also a € ', dann gilt fiir alle Punkte b des Bildes
F(a) die Beziehung y(b) > ~v(a)

Dann liegen alle Konvergenzpunkte der Folge {a;}5° in der Lisungsmenge I" und {7(@&2,?)0
konvergiert monoton mit limvy(a;) = v(a) fir eina € T’ '
Auf den Beweis dieses Satzés wird hier verzichtet, da er den Rahmen dieser Arbeit spren-
gen wiirde. Er kann in ([ZANGWILL 1969]) gefunden werden.

Nach dem Theorem iiber globale Konvergenz konvergiert also eine Folge {y(a;)}i>o, de-
ren Folgenglieder (a;) sich als Funktion der Glieder a; einer Folge {a;}i>o ergeben,
wenn fiir {a;} eine Losungsmenge I' vorgegeben ist und die Bedingungen 1.), 2.), 3.a)
und 3.b) erfiillt sind. Dies gilt fiir allgemeine Folgen {a;}, Punkt-Menge-Abbildungen F,
Losungsmengen I' und Funktionen 7. Somit gilt dieses Theorem auch in dem Spezialfall
des (G)EM-Algorithmus, in dem

— es sich bei {a;}i>o um die Folge der beim (G)EM-Algorithmus jeweils im M-Schritt

erhaltenen Schitzungen 8@ fiir die Unbekannten Parameter handelt, also a; = 8

— {7(a;) }i>o die entsprechende Folge der logarithmierten Likelihoodwerte darstellt, also
v(a:) = L(BY)

— F die Punkt-Menge-Abbildung ist, die die Schitzung 8% der i-ten (G)EM-Iteration auf
die Losungsmenge M +1) bzw. N (i+) der (i 4+ 1)-ten Iteration abbildet, also F(a;) =
M(B®) beim GEM-Algorithmus und F(a;) = M(8®) beim EM-Algorithmus.

— die Losungsmenge entweder die Menge I'" Lokaler Maxima im Inneren von B, die
Menge I'¥ stationsirer Punkte oder die Menge I'® globaler Maxima der logarithmierten
Likelihoodfunktion ist.

Die Menge A entspricht dann dem Parameterraum B. Es kénnen mit dem Theorem iiber
globale Konvergenz also die Bedingungen formuliert werden, unter denen im Rahmen des
(G)EM-Algorithmus die Folge {L(8")};>1 gegen ein globales oder lokales Maximum oder
gegen einen stationdren Punkt konvergiert.

Zunichst soll angegeben werden, unter welchen Bedingungen die aus den (G)EM-Iteratio-
nen resultierende Folge {L(8%)};>o gegen einen stationiren Punkt der logarithmierten
Likelihoodfunktion konvergiert. Als Losungsmenge I' wird hierzu die Menge I'* der sta-
tiondren Punkte von L(B) im Inneren von B gewihlt. Wegen Annahme (322.1) ist die
Bedingung 1 des Theorems iiber globale Konvergenz fiir den (G)EM-Algorithmus erfiillt.
Genau so ist wegen des monotonen Wachstums der logarithmierten Likelihoodfunktion
nach (321.1) fiir den (G)EM-Algorithmus die Bedingung (3b) erfiillt. Als Konsequenz aus
dem Theorem iiber globale Konvergenz ergibt sich also unmittelbar der

Satz: Sei {B(i)}izo eine Folge von Schitzungen der unbekannten Parameter aus den
Tterationen des GEM-Algorithmus, so dap gilt B0+Y € M(BW). Weiter sei

"Die Losungsmenge enthilt diejenigen Punkte, mit denen alle bis auf endlich viele Folgenglieder der
Folge {a;}52, zusammenfallen sollen. Sie wird aufgrund gewisser Vorgaben festgelegt.
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1. die Punkt-Menge-Abbildung M, die die Schitzung BD der unbekannten Parameter
der i-ten Iteration auf die Lésungsmenge MUY = M(B(i)) des M-Schrittes der
(i + 1)-ten Iteration abbildet, fir B e B\I'® abgeschlossen, wobei 'S die Menge
aller stationdren Punkte der logarithmierten Likelihoodfunktion im Innern von B
bezeichnet.

2. FEs gelte L(B(i“)) > L(B(i)) fiir alle B® ¢ TS

Dann sind alle Konvergenzpunkte von {8®} stationire Punkte von L und L(B“&j@)@)

vergiert monoton mit dem Grenzwert lim L(B®) = L* = L(,B*)kfar ein B* € T5
Eine entsprechende Aussage in Bezug aufdie Konvergenz zu lokalen Maxima erhélt man,

in dem man mit der Losungsmenge I" die Menge I'L der lokalen Maxima identifiziert. Man
erhilt den

Satz: Se: {B(i)} eine Folge von Schitzungen der unbekannten Parameter aus den Itera-
tionen des GEM-Algorithmus, mit B0+Y € M(BW). Weiter sei

1. die Punkt-Menge-Abbildung M, die die Schdtzung B(i) der unbekannten Parameter
der i-ten Iteration auf die Lisungsmenge MY = M(B®) des M-Schrittes der
(i+1)-ten Iteration abbildet, fiir B9 e B\I'™ abgeschlossen, wobei T'" die Menge aller
lokalen Mazima der logarithmierten Likelihoodfunktion im Innern von B bezeichnet.

2. L(BWD) > L(BD) fiir alle B ¢ I'L.

Dann sind alle Konvergenzpunkte von {89} lokale Mazima von L und L(B8®) konz(g@j_efjf

monoton mit dem_Grenzwert lim L(BY) = L* = L(8*) fiir ein B* € T'~.
Mit den Satzen (322.6) bzw.i{892.7) sind die Vorausseétzungen fiir die Konvergenz der

logarithmierten Likelihoodfunktion gegen lokale Maxima bzw. gegen stationére Punkte in
allgemeiner Weise fiir den GEM-Algorithmus formuliert. Die Voraussetzung 1. der Abge-
schlossenheit der Abbildung M in B\T ist hierbei allerdings wenig anschaulich und kann
fiir den GEM-Algorithmus in der konkreten Anwendung nicht oder nur schwer nachge-
priift werden. Im Gegensatz dazu ergibt sich fiir den EM-Algorithmus als Spezialfall des
GEM-Algorithmus eine anschauliche und verifizierbare Bedingung fiir die Abgeschlossen-
heit der Punkt-Menge-Abbildung M: Nach [Wu 1982], Gl. (10) kann gezeigt werden, dafl
die Abgeschlossenheit der zum M-Schritt des EM-Algorithmus gehérenden Punkt-Menge-
Abbildung M bereits folgt, wenn die Kullback-Leibler-Statistik Q (v | ¢) sowohl in 9 als
auch in ¢ stetig ist. Da die meisten in den Anwendungen verwendeten Dichtefunktionen
diese Bedingungen erfiillen, ist mit der Forderung nach Abgeschlossenheit von M eine nur
geringe Einschriankung der Allgemeinheit verbunden.

Wie sich aus nachfolgendem Satz ergibt, folgt aus der Stetigkeit von Q(¢ | ¢) in ¢ und
¢ nicht nur die Abgeschlossenheit der Abbildung M sondern auch die Konvergenz der
logarithmierten Likelihoodfuntion gegen einen stationdren Punkt.

Satz: Die Kullback-Leibler-Statistik Qv | ¢) sei stetig sowohl in v als auch in ¢. Dann
sind alle Konvergenzpunkte jeder Realisierung {B(i)}izo eines EM-Algorithmus stationdre
Punkte der logarithmierten Likelihoodfunktion L(B(i)) und L(B(i)) konvergiert mw%}}
gegen L* = L(B") fiir einen stationdiren Punkt B”. '

BEWEIS: Es mufl nachgewiesen werden, dal die Voraussetzungen des Satzes (322.6) erfiillt
sind. Da die Stetigkeitsbedingung nach Voraussetzung erfiillt ist, ist die Forderung nach
Abgeschlossenheit der Punkt-Menge-Abbildung M erfiillt. Es muf} also noch gezeigt wer-
den, daB L(B0*1)) > L(BD) fiir alle ) ¢ I'S gilt.

Betrachtet werde ein Punkt B(i) € B, der nicht zur Menge I'¥ der stationiren Punkte
gehort, also B € B\I'S. Nach (231.11) gilt H(B® | 30 > H(B | BD) fiir alle B €
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B\{B®}, so daB B = B die GroBe H(B | ) maximiert. Als notwendige Bedingung
hierfiir gilt®

3(0) S g
OH(B | B )‘ DYH(B | B¢ )‘ _DIOH(ﬁ(Z)|g(Z)):0

B po
Dieses Ergebnis setzt man in
a6y . OL(B) 0Q(B | BY) H(B|BY) Y
DL .- 4B _oQBIAT)  _oHBIFT) DYQ@E® | B0
(BY) =55 - = ‘aq T Jpw ~ DBV 1A)

—:DYQ(AN BW) =D1°H(£:“>\B<l>):0

ein. Da der Punkt B(i) ¢ T° kein stationirer Punkt der logarlthmlerten Likelihoodfunk-
tion ist, muf der Gradient DL(B®) und damit D'°Q(3® | %) in diesem Punkt vom
Nullvektor verschieden sein:

DL(B") = D'Q(BW | V) # 0 fiir jedes B ¢ T°.
Nach der Definition (232.2) des EM-Algorithmus nimmt in der i-ten Iteration die Kullback-
Leibler-Statistik Q(8 | B) fiir die neue Schétzung 8 = B{+1) der unbekannten Parameter
ihr globales Maximum an. AAn der AStelle B = BY kann Q diesen Maximalwert nicht
annehmen, da wegen D'°Q(B() | B8#) # 0 die notwendige Bedingung fiir ein lokales

Mammum nicht erfiillt ist, so daB es mindestens einen Vektor 8 mit Q(8 | 8%) > Q(B |
Bt ) gibt. Es muf} daher fiir die neue Schitzung Bt ) gelten

QAU | BD) > Q(BY) | BW),

womit unter Beriicksichtigung von H(3® | 3®) > H(B(+D | 1) aus (231.11) und mit
(321.5) folgt

L(BY) Q(ﬁ““ | B — (B””\ﬂ )

A~

Q(BY | B9y — H(BY | BY)

P QB BT - HED | BTY) = L(BY).

Hieraus folgt die Aussage. O

Ein dem Satz (322.8) entsprechender Satz fiir die konvergenz des EM-Algorithmus gegen
ein lokales Maximum gilt nicht.

BEGRUNDUNG: Anhand eines Gegenbeispiels kann gezeigt werden, daB aus 3(*) ¢ T'L nicht
zwangsliufig L(B0+1) | B(1) folgt. Betrachtet sei der Fall, in dem es sich bei () zwar um
kein lokales Maximum, aber um einen stationdren Punkt der logarithmierten Likelihood-
funktion handels, also 3¢ ¢ 'L aber B® e s, Wegen der Stationaritdt von L an der
Stelle 3@ gilt dann

DL(BY) = DQ(BY | B =

und somit ist L(BtY)) > L(B®) in stationiiren Punken nicht gegeben. Ausgehend von
einem stationdren Punkt erfolgt also keine weitere Konvergenz gegen ein lokales Maxi-
mum. Damit ist Bedingung 2. von Satz (322.7) nicht erfiillt und ein dem Satz (322.8)
entsprechender Satz fiir die Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion gegen ein
lokales Maximum gilt nicht.

8Tm Rahmen dieser Arbeit bezeichnet D'™H(¢ | 1) bzw. D'™Q(¢ | 1) die gemischt-partielle Ableitung

o™ H (¢ | ¥) AR CR)
optoym dploym

D'™H(¢| ) = bzw.  D'™Q(¢|¢) =
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Um sicherzustellen, dafl der EM-Algorithmus gegen ein lokales Maxima konvergiert, muss
eine weitere Bedingung eingefiihrt werden. Falls innerhalb der EM-Iterationen der Fall
eintritt, dafl die Schitzwerte B(i) einen stationdren Punkt der Likelihoodfunktion darstel-
len, so muss im néchsten Iterationsschritt ein B(i“) gefunden werden, der eine groflere
Kullback-Leibler-Statistik liefert. Eine Bedingung hierfiir ist, daB fiir alle 3@ e I'S\I'L
gilt supQ(B | ,[:](i)) > Q(,[:](i) | B(i)). Mit dieser Bedingung ergibt sich der

BeB

Satz: Die Kullback-Leibler-Statistik Qv | ¢) sei stetig sowohl in 1) als auch in ¢ und
es gelte

supQ(B | BD) > Q(BD | BD)  fiir jedes B € TS\I'™. (322.9)
BeB

Dann sind alle Konvergenzpunkte jeder Realisierung {B(i)}izo eines EM-Algorithmus loka-
le Mazima der logarithmierten Likelihoodfunktion L(B8®) und L(B8Y) konvergiert 18210y
gegen L* = L(B") fiir ein lokales Maximum B* € T'V.

Die Voraussetzung (322.9) lidsst sich praktisch schwer nachpriifen und ist daher iiber-
wiegend von theoretischem Interesse. Alternative Bedingungen fiir die Konvergenz der
logarithmierten Likelihoodfunktion gegen ein lokales Maximum werden in der Literatur
jedoch nicht gegeben.

Zusammenfassend lassen sich folgende Eigenschaften des EM-Algorithmus in Bezug auf
die Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion festhalten:

Zur Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion im Rahmen der
EM-Iterationen:

1. Ist die Kullback-Leibler-Statistik Q(v | ¢) stetig in beiden Argumenten, so kon-
vergiert die Likelihoodfunktion im Rahmen des EM-Algorithmus gegen einen
stationdren Punkt.

2. Gilt zusitzlich supQ(8 | BD) > Q(B® | BD) fiir jedes B € L\T, so konver-
BeB

giert die Likelihoodfunktion gegen ein lokales Maximum.

323 Betrachtungen zur Konvergenz der Folge geschitzter Para-
meter

Die bisherigen Konvergenzbetrachtungen beziehen sich ausschliefilich auf die Konvergenz
der logarithmierten Likelihoodfunktion im Rahmen des EM-Algorithmus. Es wurde ge-
zeigt, dafl die Folge der logarithmierten Likelihoodwerte stets konvergiert und dafl unter
bestimmten Bedingungen Konvergenz gegen einen stationdren Punkt oder gegen ein loka-
les Maximum der logartithmierten Likelihoodfunktion eintritt. Die Konvergenz der Folge
{L(BD)};¢ stellt jedoch keinesfalls sicher, daB auch die Folge {8"};5¢ der Argumente
der logarithmierten Likelihoodfunktion, also der Schitzungen B fiir die unbekannten
Parameter 3 konvergiert’. Da das Ziel des (G) EM-Algorithmus letztlich darin besteht,
optimale Schétzwerte zu bestimmen, ist die Konvergenz der Folge {,@ (@) }i>o ebenfalls von

9Nach [Wu 1982] ist die umgekehrte Aussage jedoch richtig, falls D'CH (B | B®) stetig ist, d.h. aus
der Konvergenz der Folge {39 };>¢ folgt dann die Konvergenz der Folge {L(3)}:>o.
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Interesse. Im folgenden wird daher erldutert, unter welchen Bedingungen die Folge der
Schitzungen im Rahmen des (G)EM-Algorithmus konvergiert und um welche Art Grenz-
wert es sich im Falle der Konvergenz handelt. Hierzu werden zunéchst alle stationdren
Punkte bzw. lokalen Maxima der logarithmierten Likelihoodfunktion, zu denen der selbe
Likelihoodwert a gehért, in einer Menge ' (a) bzw. I'l(a) zusammengefasst:

I'¥(a) .= {B €T : L(B) = a} (323.1)
(a) :={B € T*:L(B) =a} (323.2)

Nach den S#tzen (322.6) bzw. (322.7) konvergiert L(8®) im Rahmen der GEM-Iterationen
unter bestimmten Bedingungen, L(B(i)) — L(B*) = L*, wobei jeder Konvergenzpunkt ,@*
in der Menge I'® der stationéiren Punkte bzw. in der Menge I'” der lokalen Maxima liegt.
Besteht die Menge I'(L*) bzw. die Menge I'*(L*) nur aus einem einzigen Punkt 8* | so
konvergiert die Folge unter diesen Bedingungen offensichtlich gegen diesen Punkt. Es gilt
somit fiir die Konvergenz der Folge {8(")};5¢ der aus Satz (322.6) resultierende

Satz: FEs sei {,(:](i) }iso eine Folge von Schitzungen B(i) fiir die unbekannten Parameter
B beim GEM-Algorithmus und es sei

1. die Abbildung M, die die Schdtzung B(i) der unbekannten Parameter der i-ten Iterati-
on auf die Lésungsmenge M) = M(B®) des M-Schrittes der (i + 1)-ten Iteration
abbildet, M fir B(i) € B\I'® abgeschlossen, wobei IS die Menge aller stationdiren
Punkte der logarithmierten Likelihoodfunktion im Innern des Parameterraumes B
bezeichnet;

2. L(BV) > L(BD) fir alle B ¢ I'L,

so daf8 gemdf (322.6) die Folge {L(B(i))}izo der logarithmierten Likelihoodwerte L(3®)
fiir i — oo gegen den Grenzwert L* = L(B*) mit B* € I'° konvergiert.

Besteht ferner die Menge I'S(L*) = {8 € 'S : L(B) = L*} der stationiren Punkte von
L(B), deren logarithmierter Likelihoodwert gleich dem Grenzwert L* ist, nur aus einem
einzigen Element, also T'5(L*) = {8*}, so konvergiert {B(i) Yiso fiir i — oo gegen(%%s%?}
stationdren Punkt B*. R
Entsprechend gilt, resultierend aus Satz (322.7) fiir die Konvergenz der Folge {8®)},;5o,
falls {L(B @)}i>0 gegen ein lokales Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion kon-
vergiert

Satz: Es sei {,@(i) }iso eine Folge von Schitzungen B(i) fur die unbekannten Parameter
B beim GEM-Algorithmus und es sei

1. die Abbildung M, die die Schdtzung ﬁ(i) der unbekannten Parameter der i-ten Itera-
tion auf die Lésungsmenge M) = M(B®) des M-Schrittes der (i+1)-ten Iteration
abbildet, fir B ¢ B\I'L' abgeschlossen, wobei 't die Menge aller lokalen Mazima
der logarithmierten Likelihoodfunktion im Innern des Parameterraumes B bezeichnet;

2. L(BUV) > L(BD) fiir alle B ¢ 'L,
so daf gemdp (322.7) die Folge {L(BW)}i5o der logarithmierten Likelihoodwerte L(BY)
fiir i — oo gegen den Grenzwert L* = L(B*) mit B8* € 'l konvergiert.
Besteht weiter die Menge TX(L*) = {8 € TL : L(B) = L*} der lokalen Mazima von
L(B), deren logarithmierter Likelihoodwert gleich dem Grenzwert L* ist, nur aus einem
einzigen Element, also TY(L*) = {8*}, so konvergiert {B(i)}izo fiir 1 — oo gegen dieses
lokale Mazimum 3*.
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(323.4)

Die Bedingungen, daf§ die Menge I'°(L*) der stationiiren Punkte bzw. die Menge T'L(L*)
der lokalen Maxima von L(8) nur aus einem Element bestehen, sind relativ scharf und fiir
viele multimodale!® Dichtefunktionen nicht erfiillt. Es kénnen jedoch auch weniger scharfe
Bedingungen formuliert werden, unter denen die Parameterfolge {8%)};5o des (G)EM-
Algorithmus konvergiert. Beispielsweise kann gezeigt werden, dafi — falls I eine diskrete!!
Menge ist — die Folge {8 };5¢ bereits konvergiert, wenn lim;_,, |31 — 8@ = 0 gilt
(vgl.[Wu 1982]). Eine entsprechende Aussage liefert der

Satz: FEs sei {B(i) }iso eine Folge von Schitzungen B(i) fiir die unbekannten Parameter
B beim GEM-Algorithmus und es sei

1. die Abbildung M, die die Schdtzung B(i) der unbekannten Parameter der i-ten Itera-
tion auf die Losungsmenge M) = M(B®) des M-Schrittes der (i+1)-ten Iteration
abbildet, fiir B(i) € B\I'S abgeschlossen, wobei 'S die Menge aller stationdren Punkte
der logarithmierten Likelihoodfunktion im Innern des Parameterraumes B bezeichnet;

2. L(BWD) > L(BD) fiir alle B ¢ I'S,

so daff gemaf (322.6) die Folge {L(B®)}i>o der logarithmierten Likelihoodwerte L(B®)
fiir i — oo gegen den Grenzwert L* = L(B*) mit B8* € T'° konvergiert.

Gilt weiter ||B(i+1) — ,[:](i)|| — 0 fiir i — oo, dann liegen alle Konvergenzpunkte 8% von
{B(i)}izo in einer zusammenhdngenden und kompakten Teilmenge von T'S(L*). Handelt es
sich bei T'(L*) um eine diskrete Menge, dann konvergiert BD gegen ein B* in Fsgﬁﬁ)

BEWEIS: Hinsichtlich dieses Beweises sei auf [WU 1982] verwiesen. a

Wie bereits aus den Vorbemerkungen zu Satz (322.8) hervorgeht ist die Abgeschlossen-
heitsbedingung 1.) speziell fiir den EM-Algorithmus erfiillt, wenn die Kullback-Leibler-
Statistik Q(¢) | ¢) sowohl in ¢ als auch in ¢ stetig ist. Weiter geht aus dem Beweis zu
Satz (322.8) hervor, dafl beim EM-Algorithmus auch Bedingung 2.) von (323.5) erfiillt
ist. Damit ergibt sich der

Satz: Beim EM-Algorithmus sei die Kullback-Leibler-Statistik Qv | ¢) stetig sowohl in
¥ als auch in ¢. Gilt weiter lim;_, |3 —BD|| = 0, dann liegen alle Konvergenzpunkte
B* wvon {B(i)}izo in einer zusammenhingenden und kompakten Teilmenge von T'S(L*).
Handelt es sich bei ['5(L*) um eine diskrete Menge, dann konvergiert B(i) gegen eizgg* én
S(L7). 3.0)
Ein dem Satz (323.5) entsprechender Satz ergibt sich wieder fiir die Konvergenz gegen
lokale Maxima der logarithmierten Likelihoodfunktion:

Satz: FEs sei {B(i) }iso eine Folge von Schitzungen B fir die unbekannten Parameter
B beim GEM-Algorithmus und es sei

1. die Abbildung M, die die Schdtzung ﬁ(i) der unbekannten Parameter der i-ten Itera-
tion auf die Lésungsmenge M1 = M(BW) des M-Schrittes der (i+1)-ten Iteration

0Eine multimodale Dichtefunktion ist eine Dichtefunktion, die durch Zusammensetzung (beispielsweise
als Linearkombination) mehrerer Basisdichtefunktionen entsteht.

1 Eine Menge wird als diskrete Menge bezeichnet, falls ihre Zusammenhangskomponenten jeweils nur
aus genau einem Element bestehen.
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abbildet, fir B e B\I'L' abgeschlossen, wobei 't die Menge aller lokalen Mazima
der logarithmierten Likelihoodfunktion im Innern des Parameterraumes B bezeichnet;

2. L(BV) > L(BD) fiir alle B ¢ 'L,
so daff gemaf (322.6) die Folge {L(B®)}i>o der logarithmierten Likelihoodwerte L(B®)
fiir i — oo gegen den Grenzwert L* = L(B*) mit B* € T konvergiert.

Gilt weiter ||BED — BD|| — 0 fir i — oo, dann liegen alle Konvergenzpunkte 8* von
{,@(i)}izo in einer zusammenhdngenden und kompakten Teilmenge von I'Y(L*). Handelt es
sich bei IL(L*) um eine diskrete Menge, dann konvergiert B gegen ein B* in FL&IQ"gj)

An dieser Stelle soll ein weiterer Satz angefiihrt werden, der Bedingungen fiir die Konver-
genz der Parameterfolge {3()},5, im Rahmen eines (G)EM-Algorithmus nennt. Zunéchst
wird dazu die Abkiirzung

L(L)={Be€B:LB) =L} (323.8)

eingefiirt fiir die Menge aller Parametervektoren 3, fiir die die logarithmierte Likelihood-
funktion L(B) den Wert L annimmt. Hiermit gilt dann der

Satz: FEs sei {B }iso eine mittels des GEM-Algorithmus erhaltene Folge von Schitzun-
gen ,8 @) fiir die unbekannten Parameter B und es gelte DIOQ( @+1) | ,B(Z ) = 0. Weiter
sei DQ(v | 9) sowohl in 1 als auch in ¢ stetig.

Dann konvergiert {B }Z>0 gegen einen stationdren Punkt B* der logarithmierten Like-
lihoodfunktion L(B) mit L(8*) = lim;_,o L(8®) = L*, wenn entweder

(a) die Menge L(L*) aus einem einzigen Element besteht, also L(L*) = {B"}
(b) lim;_q |[|BEY) — BD|| = 0 gilt und L(L*) diskret ist.

BEWEIS: Zunichst mufl nachgewiesen werden, daf§ die Folge {3(i)}i20 fiir 4 — oo konvergiert,
falls entweder Bedingung (a) oder Bedingung (b) erfiillt ist.

Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von D'°Q(v) | ¢) sowohl in ¢ als auch in ¢ folgt
nach [HELFRICH I 1995] zunéchst die Differenzierbarkeit von Q(% | ¢) und schliefilich die
Stetigkeit von Q(v¢ | ¢) in ¢ und ¢. Wie aus dem Beweis von Satz (322.8) hervorgeht,
folgt aus der Stetigkeit von Q und der Voraussetzung D™ Q(8(+1 | () = 0 die Kon-
vergenz der Folge {L(B8®))};>o gegen einen Grenzwert L*, so daB die Schitzungen 3(*) fiir
i — oo der Menge L£(L*) angehdren miissen.'? Besteht gemiiﬁ Bedingung (a) die Menge
L(L*) nur aus einem einzigen Punkt, so folgt hieraus offensichtlich die Konvergenz der
Parameterfolge, lim; o, B = B* € L(L*) gegen dlesen Punkt 8*. Sofern Bedingung (b)
gilt, folgt die Konvergenz der Parameterfolge {30 )}i>0 gegen (genau) ein B* € L(L*)
wegen Satz (323.5).

Nachdem die Konvergenz der Parameterfolge bewiesen ist, mufl nachgewiesen werden, daf§
es sich bei dem Grenzwert 3* in beiden Fillen (a) und (b) um einen stationiren Punkt der
logarithmierten Likelihoodfunktion handelt. Hierzu ist zu zeigen, dafi DL(B*) identisch
mit dem Nullvektor ist. Es gilt zundchst

093 0)

DL(g") = lim DL(ﬁ(”l))
= lim DYQEY | g0 — lim DY H(BHY | g0). (323.10)
71— 00

12 An dieser Stelle sei angemerkt, dafl hierdurch keineswegs die Konvergenz der Folge {,@(i)}izo nachge-
wiesen ist, da die Moglichkeit besteht, da$ (¥ fiir i — oo zwischen mehreren Vektoren der Menge £(L*)
alterniert.
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Nach Voraussetzung gilt D'0Q(B(+D | B®) = 0, so daB wegen der vorausgesetzten
Stetigkeit von D°Q(v | ¢) folgt

DQ(8" | B) = lim DPQ(B | ) =0. (323.11)

Da nach (231.11) fiir alle 8 € B gilt H(B® | B©) > H(B | BD), nimmt H(¢ | BO) fiir
b = B ein lokales Maximum an, es gilt also DIOH (B9 | 3)) = 0. Damit folgt

lim DY H(BY | 39y = DYH(B* | B*) = 0. (323.12)

1—00

Einsetzen von (323.12) und (323.11) in (323.10) liefert
DL(B%) =0,

womit folgt, dal B* ein stationdrer Punkt der logarithmierten Likelihoodfunktion L(3)
ist. Damit ist der Satz bewiesen. O

Der Vorteil von Satz (323.9) gegeniiber den vergleichbaren Sétzen (323.3) und (323.5)
besteht darin, dafl er ohne die (in der konkreten Anwendung schwer verifizierbaren) Be-
dingungen 1. und 2. dieser Sdtze auskommt. An die Stelle dieser Bedingungen treten die
Forderung nach Stetigkeit von D°Q(4 | ¢) und die Bedingung D°Q(B¢+D | 3®) = 0.
Die Stetigkeitsbedingung kann in diesem Zusammenhang fiir eine grofle Anzahl von Dich-
tefunktionen f(z | B) als erfiillt gelten. Insbesondere fiir den EM-Algorithmus ist auch die
Voraussetzung DQ(BE) | 30) = 0 erfiillt, da die Kullback-Leibler-Statistik Q(8 | 8
gemiB der Definition des M-Schrittes beim EM-Algorithmus fiir 8 = B¢+ ein lokales
Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion darstellt.

Offensichtlich handelt es sich bei der Menge I'*(L*) um eine Teilmenge der Menge £(L*),
es gilt also I'9(L*) C £L(L*). Daher stellt die Bedingung (a), daf} £(L*) genau ein Element
B* enthilt, eine schirfere Bedingung dar als die Voraussetzung des Satzes (323.3), dafl
['S(L*) aus genau einem Element besteht. Ebenso ist die Forderung (b) nach Diskretheit
der Menge £(L*) schirfer als in (323.5) die Forderung nach Diskretheit der Menge ' (L*).
Im Vergleich zu den Sétzen (323.3) und (323.5) stellt Satz (323.9) also restriktivere An-
forderungen an die Funktion L(/3).

Die Bedingung lim;_,o |3+ — 8@ || = 0 kann nur in Einzelfillen und dann auch nur
mit verhédltnisméBig groBem Aufwand nachgewiesen werden. Daher kann (b) nur in Aus-
nahmefillen als Kriterium fiir die Konvergenz der Parameterfolge {8()};5o dienen. Es
verbleibt in der iiberwiegenden Zahl der Anwendungen das Kriterium (a).

Ein wichtiger Spezialfall des Satzes (323.9) liegt vor, wenn die logarithmierte Likelihood-
funktion eine unimodale Funktion ist, d.h. wenn L(8) nur einen einzigen stationiren
Punkt besitzt, der zugleich ein lokales Maximum von L ist. Dies ist beispielsweise der
Fall, wenn es sich bei der Dichtefunktion f(z | @) der vollstindigen Beobachtungen um
die Normalverteilung handelt. Wird in einem solchen Fall mit dem EM-Algorithmus ge-
arbeitet, so sind die Bedingungen (a) und Q(8¢+") | B®) = 0 von Satz (323.9) erfiillt
und die Parameterfolge {B (i)}izo konvergiert gegen den stationdren Punkt, also das lokale
Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion. Somit gilt der

Satz: Die logarithmierte Likelihoodfunktion L(B) sei im Innern des Parameterraums B

eine unimodale Funktion und B* bezeichne den einzigen stationdren Punkt. Weiter sei
DYQ(vp | @) stetig in ¥ und in ¢. Dann konvergiert beim EM-Algorithmus die Folge
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{B(i)}z’zo der in den einzelnen Iterationen bestimmten Schitzungen B® fiir die unbekann-

ten Parameter B gegen den stationdren Punkt B*, dem einzigen lokalen Maxin@ggg_giga"

logarithmierten Likelihoodfunktion L(3).
Dieser Satz wird in der Praxis am haufigsten verwandt, um die Konvergenz der Parame-

terfolge gegen ein lokales Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion nachzuweisen.

Die bis hierhin abgeleiteten Eigenschaften des EM-Algorithmus in Bezug auf die konver-
genz der Parameterfolge {3®},5¢ sind in Ubersicht 3.1 zusammengefaft.

Hierin sind vor allem die Bedingungen von Interesse, unter denen die Parameterfolge ge-
gen ein lokales Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion konvergiert, da ja bei
der Parameterschitzung das lokale Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion ge-
sucht wird, das diese Funktion auch global maximiert. Im Allgemeinen werden mit dem

EM-Algorithmus fiir unterschiedliche Startvektoren B(O) unterschiedliche Schéitzungen *
erhalten. Daher sollte der EM-Algorithmus zur Losung eines Parameterschitzproblems
stets mehrfach unter Verwendung verschiedener Startwerte durchgefiihrt werden, um die
erhaltenen Ergebnisse einer Auswertung durch weitere Auswertungen mit unterschiedli-
chen Startwerten zu stiitzen.

324 Betrachtungen zur Konvergenzgeschwindigkeit

Wie bereits in Abschnitt 231 erldutert, besteht das Ziel des (G)EM-Algorithmus darin,
Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter zu erhalten, die die logarithmierte Likelihood-
funktion der unvollstindigen Beobachtungsdaten maximieren. Nach Moglichkeit sollte die
Schétzung eindeutig sein. In den vorangegangenen Abschnitten wurde diskutiert, unter
welchen Bedingungen der EM-Algorithmus bzw. der GEM-Algorithmus zu diesem ange-
strebten Ziel fiilhrt: Konvergiert die Folge der logarithmierten Likelihoodwerte gegen ein
lokales Maximum, so werden mittels des (G)EM-Algorithmus Schétzwerte fiir die unbe-
kannten Parameter erhalten. Konvergiert dariiber hinaus auch die Parameterfolge gegen
ein lokales Maximum, so sind diese Schitzwerte auch eindeutig.

Neben der zunéchst im Vordergrund stehenden Frage, wann der (G)EM-Algorithmus kon-
vergiert, ist hier wie bei grundsétzlich allen iterativ ablaufenden Algorithmen von beson-
derem Interesse, wie rasch sich die iterativ berechneten Groflen im Verlauf der Iteratio-
nen ihrem Grenzwert annihern. In der Regel entscheidet diese sogenannte Konvergenzge-
schwindigkeit dariiber, welcher Algorithmus aus einer Reihe geeigneter Algorithmen fiir
eine bestimmte Aufgabe ausgewihlt wird. In diesem Abschnitt wird daher zunéchst ein
Ma8 fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des EM-Algorithmus entwickelt und schliefllich
werden allgemeine Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des (G)EM-Algorithmus
getroffen. Die Ausfithrungen entsprechen denen in [DEMPSTER ET AL. 1968|.

Die Angabe eines Mafles fiir die Konvergenzgeschwindigkeit beschrinkt sich auf den EM-
Algorithmus, was folgenden Grund hat: Beim EM-Algorithmus miissen die neuen Schitz-
werte B(+1) jeder Tteration i die Kullback-Leibler-Statistik Q(80+) | ) maximieren.
Da dies eine sehr scharfe Anforderung an die Neuschitzung B(i“) darstellt, ist in je-
der Iteration die Menge der als neue Schéitzung in Frage kommenden Vektoren 3 relativ
klein. Somit ist ausgehend vom Startwert 3 ©) die Variationsbreite moglicher Realisierun-
gen der Parameterfolge {B(i)}z’zo relativ eng und in erster Ndherung wird die Konver-
genzgeschwindigkeit aller dieser Realisierungen die gleiche sein. Im Gegensatz dazu wird
beim GEM-Algorithmus in der i-ten Iteration von der neuen Schiitzung B¢ lediglich
verlangt, daf sie keine geringere Kullback-Leibler-Statistik liefert als die Schéitzung B
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der vorherigen Iteration. Wegen der Schwachheit dieser Forderung kommt i.d.R. in jeder
GEM-Iteration als neue Schéitzung eine groflere Menge von unterschiedlicher Vektoren in
Frage, was dazu fiihrt, daf} die moglichen Realisierungen der Parameterfolge sich stark
voneinander unterscheiden konnen. Fiir einige dieser moglicher Realisierungen werden
sich hohere Konvergenzgeschwindigkeiten ergeben als fiir andere, so dafl ein einheitliches
Ma8 fiir die Konvergenzgeschwindigkeit beim GEM-Algorithmus nicht angegeben werden
kann.

Das hier verwendete Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit ist wie folgt definiert:

Definition: [KONVERGENZGESCHWINDIGKEITSMASS|

Bei einem Iterationsverfahren werde in jedem Iterationsschritt i der Vektor ,@(”1) auf
Grundlage des Ergebnisses ﬁ(i) einer vorherigen Iteration (i — 1) berechnet und die so
entstehende Folge {,[Ai(i)}z-zo konvergiere gegen den Punkt B*. Dann gilt als Maj$ fiir die
Konvergenzgeschwindigkeit des Iterationsverfahrens die Grofie

141 *
v = “ﬂ()—_ﬂ” (324.1)
189 — Bl
Zur Ableitung dieses Mafles fiir die Konvergenzgeschwindigkeit beim EM-Algorithmus
wird wieder die Abbildung A aus (310.2) betrachtet, die den Zusammenhang zwischen
der neuen Schitzung B+ der i-ten Tteration und der Schitzung B® der vorherigen
Iteration beschreibt. Es gilt

AR = ABY) mit ABO) = [ay(B9),ax(B),....au(B)] . (3202

Es wird vorausgesetzt, dafl die Folge {ﬁ(i)} der Schitzungen fiir die unbekannten Para-
meter B im Rahmen der EM-Iterationen gegen den Punkt 8* konvergiert. Durch Taylor-
Entwicklung der Abbildung A im Konvergenzpunkt 8* erhilt man

A(BY) = A(B") + DA(B)|5_p-(BY = B7) + O(IBY = BI1"), (324.3)
wobei
da1(B) ‘ 9a1(B) ‘
opr \1p=p* 7" OBu  1B=p"
DA(B)|,_,.= T T (324.4)
op1 ‘B:B* e 0fu |ﬂ:B*

die Jacobimatriz der Abbildung A im Punkt 8 = B* bedeutet. Falls die Zahl der Itera-
tionen gegen unendlich strebt, ndhert sich wegen der Konvergenz der Parameterfolge der
Punkt B8® beliebig nahe dem Grenzwert 8*, also 8% — B8* fiir i — oc. Daher kann der
letzte Term in (324.3) fiir geniigend grofle i vernachléssigt werden:

A(BY) = A(B") + DA(B)|45_.(BY — B*)  fiir i geniigend groB,
so daf fiir geniigend grofie 7 gilt

A(BY) - A(B") = B — B" = DA(B)|,,_.(BY - B") (324.5)
= T
=B i+1 =
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Offensichtlich wird die Geschwindigkeit, mit der sich die Schiitzungen 8% dem Grenzwert
B* anndhern, fiir geniigend grofle i mafigeblich von der Jacobi-Matrix DA(B)|g—p*=
DA(B*) bestimmt. Fiir die Norm der Differenz B0+ — 8* ergibt sich zunichst

1840 - 7| = | DAB) B - 8. (324.6)

Aus dem Ausdruck der rechten Seite dieser Gleichung soll nun die Norm ||3® — 8|
separiert werden. Hierzu muf} die zur euklidschen Vektornorm zugehorige Matriznorm
eingefiihrt werden. Nach [KERNER ET AL. 1995] ist eine Matriznorm eine auf einer Matrix
definierte Norm und jede Vektornorm ||b,x1|| besitzt eine zugehirige Matriznorm ||B||
fiir quadratische Matrizen B der Dimension o,

B
1By = Sup|| z||
w0 |||

Die der euklidschen Vektornorm zugehérige Matrixnorm wird als Spektralnorm bezeichnet.
Fiir sie gilt (vgl. [KERNER ET AL. 1995])

T
| Bl|a,curtia. = \/ Amaz (BT B) =: V /\%xB); (324.8)

wobei )\%ZB) den groften Eigenwert der Matrix B” B bedeutet. Im folgenden wird bei der
Matrixnorm auf die Indizes M und euklid. verzichtet, da im konkreten Fall zwischen der
Matrix- und der Vektornorm anhand der Darstellung von Matrizen mittels Grolbuchsta-
ben und von Vektoren mittels Kleinbuchstaben unterschieden werden kann und weil hier
ausschliefflich die Spektralnorm verwendet wird. Wegen der Definition des Supremums als
kleinste obere Schranke gilt

(324.7)

B B
B — supB21 -, 182

. _ (B B)
und damit || B||-||z|| = \ Mnaz - ||z|| > || Bx|]- (324.9)

Ubertriigt man dieses Ergebnis auf Gl. (324.6), so ergibt sich
1840 - g7l| = | DAB)(BY - B

* (i * DA(B*)|T DA(B* ~ i N
< DA - [BY - Bl = \ARAC T DA 50 _ g
(324.10)

und als Ma$ fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des EM-Algorithmus erhilt man die Qua-
dratwurzel des grofiten Eigenvektors der Matrix D A(B"),

B(i+1) _ g* . "
p = I8 B I _ \//\%54(/3 )7 DAB")) (324.11)
18O — g7

(Vergleiche hierzu [DEMPSTER ET AL. 1968] und [HORNEGGER 1996].)!3

Es es gilt also mit \/ MDABNTDAB™)) _ \DAPB") 4.0 Beziehung

v = \DAB), (324.12)

max

13Im Rahmen der Literaturrecherche zur vorliegenden Arbeit wurde weder der Nachweis dieser Aus-
sage noch ein Gegenbeispiel hierzu gefunden. Auf die Richtigkeit der in [DEMPSTER ET AL. 1968] und
[HORNEGGER 1996] getroffenen Aussage, dafi als Ma8 fiir die Konvergenzgeschwindigkeit der gréfite Ei-
genwert der Matrix D A(8*) wird dennoch vertraut.
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Ist ein Eigenwert der Matrix D A(3") groBer als eins, so kann es sich nach den Ausfithrun-
gen in [DEMPSTER ET AL. 1968| bei 8" um einen Sattelpunkt der logarithmierten Like-

lihoodfunktion handeln: Wird im Rahmen der EM-Iterationen fiir einen Startwert B(O) als
Schétzung ein Sattelpunkt B* der logarithmierten Likelihoodfunktion erhalten so bleibt
die Schitzung ,@ in nachfolgenden Iterationen in diesem Sattelpunkt. Wird jedoch eine
Schiitzung B’ erhalten, die auch nur minimal von B* abweicht, so bewegen sich nachfol-
gende Schiitzungen wegen (324.11) vom Sattelpunkt fort.

Hat DA(B") einen mit eins identischen Eigenwert, so weist dies darauf hin, da§ 8* auf
einer Kurve im R* liegt, deren Punkte allesamt Maxima der logarithmierten Likelihood-
funktion darstellen (vgl. [DEMPSTER ET AL. 1968]).

Der nachfolgende Satz gibt Aufschluf§ dariiber, wie die Matrix DA(B8")|s—g~ praktisch
berechnet werden kann:

Satz: Es sei {8? }iso die Parameterfolge eines (G)EM-Algorithmus mit den Eigenschaf-
ten

1.) {,@(i)}po konvergiert gegen einen Punkt und 8™ im Innern des Parameterraums B

2.) DYQ(BU | B9) =0

Dann gilt

DL(B*) =0, (324.13)
und

DA(B") = [D*Q(B" | 8] D*H(B" | B"). (324.14)

BEWEIS: Nach (231.7) gilt L(B(tD) = (80D | B0 — H(BEHD | (), Somit gilt fiir den
Gradienten DL(S3 (i"'l)) der logarithmierten Likelihoodfunktion in Abhingigkeit von B(+1)

oL(B) _9Q(B | BY _0H(B | BY)
0B |pa+y 0B B+ opB
= DYQ(B™ | gY) —DH(BIY | 1))

DL(B(Z-I—I )

=0 nach Vorauss.2.)

= —DYH(B | 34) (324.15)
und nach Ubergang auf den Grenzwert fiir i — oo, also fiir unendlich viele Tterationen
folgt

DL(B*) = lim DL(B(Y) = ~ lim Dl"H(ﬂ@+1 | B®) =0, (324.16)

1—00

da nach (323.12) lim;_,o DY H (B | B®) = 0 gilt. Somit folgt die erste Aussage
DL(*) = 0.

Zum Beweis der zweiten Aussage wird die von den beiden Vektoren B(i) und B“"’U
abhingige Grofle DIOQ( (+1) | Bl )) in einer Taylorreihe um B8* entwickelt. Bekanntlich
gilt fiir eine vom Vektor u abhingige skalarwertige Funktion b(u) (vgl. [HELFRICH II 1996])

1
b(ug + h) = b(ug) + hTVb(u)|u0+§hTH(u)|u0+9hh mit 0< 0 <1, (324.17)

wobei Vb(u)|y, den Gradienten der Funktion b an der Stelle wg und H (w)|y,+on die Hesse-
Matriz der Funktion b fiir einen Punkt ug + 8k auf der geradlinigen Verbindung zwischen
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ug und ug + h bedeuten. .
Setzt sich der Vektor u aus den beiden Vektoren u; und uy zusammen, also u = (u?,ul)

und entsprechend ug = (u{o, uZTO)T und h = (hq, hg)T, so folgt hieraus

”%2]+[’;:§]>:”<[Zlﬁ]>+m ol
hy

> [”:j H([Zj)‘[mo]w[hl] [hQ]. (324.18)

u20

Angewendet auf die k-te Komponente qéO(B(HI) | B®) des Vektors D°Q(B+D | 1)) =
(41286 | B0), gl (B | B), .. g20(BE) | BD))" iert diese Gleichung

og°(BUD B1))

B+ _ g+ T kaﬁT

BH — B* 9g;°(BUTVB9)
8B

g’ (B | B9) = ¢i%(B* | B*) + [ (8°18")

(B*18%)

(i+1) * (i+1) *
+%[ﬂﬂ ﬂﬂ] H, [ﬂﬂ ﬂﬂ] (324.19)

wobei die konkrete Gestalt der Hessematrix H, fiir die weiteren Uberlegungen irrelevant
ist. Nach Voraussetzung 1.) verschwindet in dieser Gleichung die linke Seite und wegen
DYQ(B* | B*) = lim;_,0o DQ(BHY | (1)) = 0 auch der erste Term der rechten Seite.
Mit den Abkiirzungen

an};O( (i+1) |:B z)) (ﬁ (i+1) |ﬂ(z ) aqk ( H—l |:B Z))

. (i+1) | g@®
B,B(H_l) : 8,3 (18 ‘ ﬁ )a

folgt
0 [ﬁ@fl ﬂ*]T [ (6" | *)]
BY — g* i (8" 187)
Wegen B0+ = A(B(®) und B* = A(B*) gilt
B — g* = A(BY) — A(B")
und mit der Taylor-Entwicklung der Funktion A

0A(B)
oB s
=DA(8")

Aii+1) _ g1 T A(i+1) _ gx
2L g | [0 5] e

A~

BY - ")

ABY) = AB") +

unter Vernachlédssigung von Termen der Ordnung 2 und grofler gilt

() PP

Einsetzen in (324.20) liefert

0= (89 — gy [DAw*)]T [qz"(ﬁ* | g*g]
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und nach Ausklammern von (3®) — 8*)T gilt

_ () _ goyrd [PAB)] [a(B" | B7) :
0— (5 ﬂ)T{[ ! H e 50| + 508 ﬂ)} (32422

Da B(H'l) — B* i.a. nicht der Nullvektor ist, muff der Ausdruck innerhalb der Klammer {}
der Nullvektor sein. Es folgt also

_ DA(ﬂ*)]T [qi“(ﬁ* Iﬂ*)] Lo _ g
0 [ T al'(8" | B°) + 2C’(,B B*) (324.23)
und durch Ubergang auf den Grenzwert fiir i — oo, bei dem der zweite Term wegen
limiﬁoo(B(i) — B*) = 0 verschwindet
_ [DABI] [aB* 18] _ parge g ‘g

o= [PAPI] (400 00] = Dasr e 16 a1 87). (a2
Hieraus ergibt sich

0=DA(B")" [a°(B*|B*),---,a(B* | BY)] + [a1' (B* | B, a.' (B* | BY)],

wobei 0 die Nullmatrix bedeutet. Mit den Jacobi-Matrizen

g* (Bt | BT
DXQ(BH | gy = (324.25)
g0 (B | BT
bzw.
qi' (BUHD | BT
DM QB | gy = : (324.26)
q,! (BT | BO)T

die die 1. Ableitungen des Gradienten DIOQ( (@+1) | 3(#) der Kullback-Leibler-Statistik
nach den Elementen des ersten Argumentes B0+ bzw. nach den Elementen des 2. Argu-
mentes ﬁ(z entalten, ergibt sich

0=DA(B*)"D*Q(B* | )" + D" Q(B* | B*)" (324.27)
und daraus

0=D*Q(8" | B)DA(B*) + D" Q(B" | B). (324.28)
Schliefllich folgt

DA(B*) = - [D®Q(8* | B*)] ' D''Q(8* | B*) (324.29)

Nach (321.5) gilt L(B®) = QY | B0) — H(B® | B¥) = QAW | 3*V) - H(BY |
B(Z_l)), so daB in der i-ten Iteration L(B()) unabhingig von der vorherigen Schiitzung

BUY ist. Es gilt also D''L(BY) = 0 und aus L(8*) = Q(8" | B*) — H(B" | B*) folgt
0=D"L(8") = D" Q8" | B*) - D' H(B" | B*), (824.30)
so daB gilt

D''Q(" | B) = DIH(B" | B~ (324.31)
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Fiir das Element [D'' H (1 | ¢)] 4, der k-ten Zeile und der I-ten Spalte der Matrix DYH (v |
¢ gilt mit o = (P1,...,%)" und ¢ = (d1,..., )"

0 0
D 8= 50 | 55 / / log /(2 | 9, %)f (= | y, d)dz

a¢/ /logfz\y, (z|y¢)

f(z | y,9) 05 (= | 9, 8)
/ / ley, 3 ah O (824.32)

Entsprechend gilt fiir das Element [D*H (v | ¢)] i der k-ten Zeile und der [-ten Spalte
der Matrix D*H (v | ¢)

o [ a
[D*H( | ¢)],, = T a—w/---/logf(z |y, %) f(z |y, )dz

Z(y)

Z\y¢)
azpk/ /fz|y¢ g =y 9z
_ _ of(z | y,v) 0f(z | y, %)
‘/Z()/ f(ZIy,¢)2 B9 o, Y Pz
Y

0 2w
+f ) )/ TG Tup) oveop, 719
Y

~~

=gwsowy | Jza [ (ly)dz= gyl 1=0
0f(z | y.4) 0f(z 9. %) .
. 324.33
/ /f (z|ly,¥) Oy Oy, ( )
Aus (324.32) und (324.33) folgt
D' H(8* | B*) = -D*H(B* | B*) (324.34)

Durch Einsetzen von (324.31) und (324.34) in (324.29) erhilt man schliefilich
* * * -1 * *
DA(B") = [D*Q(8* | B*)] D*H(B" | B")

und damit die zweite Aussage. O

In der Literatur zum (G)EM-Algorithmus wird dem EM-Algorithmus eine relativ langsa-
me Konvergenz zugeschrieben (vgl. [DEMPSTER ET AL. 1968], [HORNEGGER 1996],

[REDNER 1984]|. Wie in [DEMPSTER ET AL. 1968| angedeutet, kann gezeigt werden, das
der EM-Algorithmus um so schneller konvergiert, je weniger fehlende Beobachtungen in
die Ausgleichung eingefiihrt werden. Der GEM-Alorithmus konvergiert wegen der we-
niger strengen Anforderungen an die Schétzung B® im M-Schritt noch langsamer als
der EM-Algorithmus. Besonders dann, wenn sich die Kullback-Leibler-Statistik eines Pa-
rameterschitzproblems nicht analytisch angeben ldsst, so das sie im Rahmen der EM-
Iterationen mittels numerischer Verfahren berechnet werden muf, ergibt sich ein enormer
Rechenaufwand. Insbesondere in einem solchen Fall lohnt es sich vor dem Einsatz des



33. ZUSAMMENFASSUNG 41

EM-Algorithmus sorgfiltig zu priifen, ob das gewiinschte Ergebnis nicht schneller mit ei-
nem anderen Algorithmus erhalten werden kann.

Oft kann die Kullback-Leibler-Statistik einer Parameterschitzung aus unvollstindigen
Daten jedoch analytisch angegeben werden, so daf sich der im Zusammenhang mit dem
EM-Algorithmus anfallende Rechenaufwand stark reduziert. Es bleibt allerdings dann
immer noch die Tatsache, da} der EM-Algorithmus i.d.R. aufgrund seiner langsamen
Konvergenz sehr viele EM-Iterationen erforderlich macht.

33 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden die allgemeinen Eigenschaften des EM-Algorithmus diskutiert.
Ausgehend von der Betrachtung des Verhaltens der logarithmierten Likelihoodfunktion
im Rahmen der EM-Iterationen und dem Nachweis ihrer Konvergenz wurde erldutert, un-
ter welchen Bedingungen die logarithmierte Likelihoodfunktion im Rahmen der (G)EM-
Iterationen wie gewiinscht maximiert wird bzw. unter welchen Bedingungen Konvergenz
gegen einen stationdren Punkt erfolgt. Im Anschlufl daran wurden Bedingungen genannt,
unter denen die Parameterfolge gegen einen stationiren Punkt bzw. gegen ein lokales
Maximum der logarithmierten Likelihoodfunktion konvergiert, sofern die Folge der Like-
lihoodwerte konvergiert. Zum Abschlufl des Kapitels erfolgten einige Bemerkungen zur
Konvergenzgeschwindigkeit des (G)EM-Algorithmus, wobei insbesondere auf die Lang-
samkeit des Verfahrens hingewiesen wurde.

Im folgenden Kapitel wird der EM-Algorithmus nun im Zusammenhang mit einer kon-
kreten Aufgabe angewandt, um zu zeigen, wie der Algorithmus zur Parameterschitzung
und Klassifikation eingesetzt werden kann.
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Ubersicht 3.1: Zur Konvergenz der Parameterfolge:

1. Konvergiert die Folge { L(8®)};>¢ beim (G)EM-Algorithmus gemf Satz (322.6)
fiir i — oo gegen L*, den Funktionswert L* = L(8) eines stationiren Punktes
B € I'’ von L(B), dann gilt fiir das Konvergenzverhalten der Parameterfolge

(a) Besteht die Menge I'S(L*) = {8 € 'S : L(B) = L*} der stationiiren Punkte
B der logarithmierten Likelihoodfunktion mit L(3) = L* aus genau einem

X

Punkt 8%, dann konvergiert {3 }i>o gegen diesen Punkt, lim;_, o B =3,

(b) Falls ||30+) — @] — 0 fiir i — oo gilt und I'$(L*) eine diskrete Menge
ist, so konvergiert 3@ gegen ein B* in I'S(L*). Ist ['S(L*) nicht diskret,
dann liegen zumindest alle Konvergenzpunkte 8* von {B(i)}izo in einer
zusammenhiingenden und kompakten Teilmenge von ['S(L*).

2. Konvergiert die Folge {L(8®)};>o beim (G)EM-Algorithmus gemif Satz (322.7)
fiir i — oo gegen L*, den Funktionswert L* = L(8) eines lokalen Maximums
B € Tt von L(B), dann konvergiert die Parameterfolge {8®};5o fiir i — oo
gegen ein lokales Maximum B* von L(8), falls eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist:

(a) Die Menge I'*(L*) = {8 € I'* : L(B) = L*} der lokalen Maxima 3 mit
L(B) = L* besteht nur aus einem einzigen Punkt 8*. {3®)},5¢ konvergiert

A %

dann gegen diesen Punkt, lim; ., 3@ = 3.

(b) Falls ||36@+) — @] — 0 fiir i — oo gilt und I'*(L*) eine diskrete Menge
ist, so konvergiert 3@ gegen ein B8* in T*(L*). Ist ['"(L*) nicht diskret,
dann liegen zumindest alle Konvergenzpunkte 8* von {,@(i)}z’zo in einer
zusammenhiingenden und kompakten Teilmenge von ['Z(L*).

3. Die Parameterfolge {B(i)}izo des (G)EM-Algorithmus konvergiert gegen einen
stationdren Punkt 8* der logarithmierten Likelihoodfunktion, wenn in jeder Ite-
ration DQ(BU+Y | 1) = 0 gilt und D*Q(¢ | @) in ¥ und ¢ stetig ist und
zugleich entweder

(a) die Menge L£(L*) aus einem einzigen Element besteht, also £(L*) = {8"}
oder

(b) limy_e ||BFY) — BO|| = 0 gilt und L£(L*) diskret ist.
Speziell fiir den EM-Algorithmus gilt:

4. Die Parameterfolge {B(i)}izo des EM-Algorithmus konvergiert gegen einen sta-
tiondren Punkt B, falls die Kullback-Leibler-Statistik Q(¢ | ¢) in @ und ¢
stetig ist, lim; o0 |8 — BD]| = 0 gilt und I'S(L*) eine diskrete Menge ist.
Unabhiingig von der Diskretheit von I'(L*) liegen liegen alle Konvergenzpunkte
B* von {B(") }i>o in einer zusammenhéngenden und kompakten Teilmenge von
S(L%).

5. Ist L(B) im Innern des Parameterraums B eine unimodale Funktion mit dem
lokalen Maximum B* und ist D*Q(w) | ¢) stetig in 4 und ¢, so konvergiert die
Parameterfolge gegen das lokale Maximum.
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Kapitel 4

Beispiel: Parameterschitzung und
Klassifikation

Im folgenden soll anhand des Bereits in der Einleitung skizzierten, sehr einfachen Beispiels
aufgezeigt werden, wie der EM-Algorithumus zur Parameterschétzung bei gleichzeitiger
Losung eines Zuordnungsproblems eingesetzt werden kann.

41 Aufgabe: Bestimmung der Parameter zweier aus-
gleichender Kurven in einem Bild

Gegeben sei ein CCD-Bild (d.i. ein Bild im Rasterformat), in dem zwei linienhafte Objekte
O; und O, — hier eine Hochspannungsleitung und eine Strafie — abgebildet sind (vgl. Abb.
41a). Zur Uberfiihrung des Bildes in ein Vektorformat seien die Bildkoordinaten u; und
y; einzelner Punkte auf den Mittellinien! der beiden Objekte bestimmt und in der Datei
Linien.dat abgespeichert worden. Als Beobachtungsmaterial liegt also eine Mef3reihe der
Form

UzHul‘Ug“UN

410.1
il e |- |un (410-1)

vor. In Abb. 41b sind die einzelnen Objektpunkte? in einem Koordinatensystem darge-
stellt.

Bei den Koordinatenmessungen seien die N Objektpunkte in willkiirlicher Reihenfolge an-
gemessen worden, so dafl in der Datei Linien.dat die zu Objekt O; und O, gehérenden
Koordinatenpaare zufillig aufeinander folgen. (Das bedeutet, dafi es nicht moglich ist,
aus der Reihenfolge der einzelnen Koordinatenpaare in der Koordinatenliste auf deren
Zugehorigkeit zu einem der beiden Objekte zu schliefen.) Bei den Messungen sei es weiter
versdumt worden, festzuhalten, welches gemessene Koordinatenpaar zu welchem Objekt
gehort. Fiir die weitere Auswertung ist demnach zwar bekannt, dafl jedes gemessene Ko-
ordinatenpaar zu einem der beiden Objekte O; (Hochspannungsleitung) oder Oy (Strafie)
gehort, es geht aus dem Datenmaterial jedoch nicht hervor, zu welchem von beiden (vgl.
Anhang A2).

'Tm Falle der Strafe sind dies Punkte auf dem Mittelstreifen und im Falle der Hochspannungsleitung
Punkte auf dem mittleren Leitungskabel.

2Wenn im folgenden von Objektpunkten oder Punkten von Objekten die Rede ist, so sind damit
jeweils die Punkte auf den Mittellinien der beiden Objekte gemeint.
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Abbildung 1: (a) Bild mit zwei linienhaften Obekten (Strafle und Hochspannungsleitung).
(b) Gemessene Punkte auf den Mittellinien der beiden Objekte. Zur Visualisierung der
Messunsicherheiten wurde die Messwertstreuung in der Abbildung extrem grofl gewihlt,
was insbesondere aus den zu der Hochspannungsleitung gehérenden Punkten ersichtlich
ist.

Die Aufgabe besteht nun darin, eine Software zu entwickeln, die nach Vorgabe zweier
Beobachtungsmodelle,®> mit denen die Mittellinien der beiden Objekte @; und O, im
Bild parametrisiert werden konnen, dazu in der Lage ist, nur aufgrund der in der Datei
Linien.dat abgelegten Daten automatisch diejenigen Prameter der beiden Modelle zu
schitzen, mit denen jeweils die optimale Approximation der Mittellinie der Hochspan-
nungsleitung bzw. der Strafle erreicht wird. Hierbei mufl das Problem der Zuordnung der
einzelnen Koordinatenpaare zu einem der beiden Objekte gelost werden.

Um die nachfolgenden Betrachtungen méglichst einfach zu halten, wird hier davon aus-
gegangen, dafl die Mittellinie der Hochspannungsleitung (Objekt O;) durch eine Gerade
und die Mittellinie des der Strale (Objekt Oy) durch ein Polynom 2ten Grades appro-
ximiert werden konnen. (Prinzipiell konnen hier beliebige Funktionen gewihlt werden,
die zur Parametrisierung der beiden Mittellinien im Bild geeignet sind.) Weiter werden
der Einfachheit halber die Abszissenwerte u; der beobachteten Punkte als fest vorgegeben
angesehen und nur die Ordinaten y; als mit Meunsicherheiten behaftete Beobachtungen
betrachtet.

Zur Eignung herkdmmlicher Schitzverfahren fiir die Aufgabe

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dafl die oben formulierte Aufgabe mit herkémm-
lichen* Methoden der Parameterschiitzung im Gau8 Markoff Modell nicht ohne weiteres
gelost werden kann. Mit herkbmmlichen Schitzmethoden kénnen aus einem Satz von Be-

3Gemeint ist hier eine Modellierung der Beobachtungen im Sinne eines Gaufi Markoff Modells bzw.
eines Gaufl Helmert Modells. (vgl. [KocH 1998])

4Unter den herkémmlichen Schiitzverfahren wird hier die Parameterschiitzung im Gaufl Markoff Modell
nach der Methode der kleinsten Quadrate, der Maximum - Likelihood -Methode und nach der Methode
der besten linearen erwartungstreuen Schitzung verstanden (vgl. [KocH 1998])
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obachtungsdaten jeweils nur Schétzwerte fiir die unbekannten Parameter eines einzigen
Beobachtungsmodells abgeleitet werden; es ist nicht moglich, aus einem Beobachtungssatz
gleichzeitig die Parameter mehrerer Modelle zu schitzen, von denen fiir jede Beobachtung
jeweils nur eines zutrifft®. Ubertragen auf die vorliegende Aufgabe bedeutet dies, dafi mit
herkémmlichen Schitzmethoden aus den Beobachtungsdaten lediglich entweder Schitz-
werte fiir die unbekannten Parameter der Gerade oder Schétzwerte fiir die unbekannten
Parameter des Polynoms 2ten Grades bestimmt werden kénnen. Sollen die Parameter
beider Modelle geschétzt werden, so werden zwei getrennte Ausgleichungen erforderlich.
Diese Ausgleichungen fiihren allerdings nur dann zu optimalen Approximationen der Mit-
tellinien von Oy und O, wenn vorab bekannt ist, welche Beobachtungen in welche der
beiden Ausgleichungen einzufiihren sind, d.h. welche Koordinatenpaare zu welchem Ob-
jekt gehoren; denn wird beispielsweise in die Schiitzung der Geradenparameter (d.h. der
Parameter zur Beschreibung der Mittellinie der Hochspannungsleitung O;) eine Beobach-
tung (d.h. ein Koordinatenpaar) eingefiihrt, die tatsichlich zu der Strafie (Objekt Os)
gehort, so stellt diese Beobachtung in der Ausgleichung zur Schéitzung der Geradenpara-
meter einen Ausreifler dar, der das Ergebnis der Ausgleichung verfilscht.

Es ist demnach wegen der Unkenntnis um die Zuordnung der gemessenen Koordinaten zu
den beiden Objekten O; und Qs nicht ohne weiteres moglich, die oben gestellte Aufgabe
mit herkommlichen Schitzmethoden zu l6sen, da das Zuordnungsproblem mit herkémm-
lichen Schitzverfahren zumindest nicht gleichzeitig mit der Parameterschitzung gelost
werden kann.

42 Lo6sung mittels des EM-Algorithmus:

Im folgenden wird aufgezeigt, wie die oben gestellte Aufgabe durch Anwendung des EM-
Algorithmus gelést werden kann. Dazu wird die Aufgabe zunichst als Schitzproblem mit
unvollstindigen Beobachtungsdaten formuliert. Anschlifiend wird auf dieses Schétzpro-
blem dann der EM-Algorithmus angewandst.

421 Formulierung der Aufgabe als Schitzproblem aus unvoll-
stindigen Beobachtungsdaten

Zur Formulierung der Aufgabe als Schétzprolem aus unvollsténdigen Beobachtungsdaten
werden zunichst im Vektor y der zugénglichen Beobachtungen die y-Werte der Mefireihe
(410.1) zusammengefasst:

y=[, v, -, ol (421.1)

Um die folgenden Betrachtungen moglichst einfach zu halten, wird angenommen, dafl
die Beobachtungen y; paarweise statistisch unabhéngig voneinander sind, d.h. fiir die
Kovarianz C(y;, y;) zweier Beobachtungen y; und y; gilt

C(ys,yy) = 0 fiir i # J.

Weiter wird angenommen, daf3 die zur Hochspannungsleitung gehérenden Beobachtungen
untereinander gleich genau sind und die Varianz o? besitzen. Ebenso werden die zur

®Man beachte, daf} es sich bei der multivariaten Parameterschiitzung (vgl. [KocH 1998]) im Sinne
einer Deformationsanalyse um eine mehrfache Bestimmung derselben Parameter handelt und nicht um
die Bestimmung von Parametern mehrerer Modelle
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Strale gehdrenden Beobachtungen als untereinander gleich genau angenommenen, ihre
Varianz betriigt o2. ¢ Somit ergibt sich die Kovarianzmatrix D(y) der Beobachtungen als

Diagonalmatrix

D(y) =diag [V (y1),V (y2),- -, V(yn)]
mit V(y;) = {J% falls y; zu O; (Hochspannungsleitung) gehort,

(421.2)
o2 falls y; zu O, (Strale) gehort.

Die Beobachtungen y; gehoren jeweils entweder zum Modell ,,Gerade” oder zum Modell
,,Polynom 2. Grades”. Zur Charakterisierung der Beobachtungen kommen also folgende
Modellansétze im Sinne eines Gau-Markoff-Modells in Frage:

Modell 1 (Objekt O, ,,Hochspannungsleitung”), Linearen Approximation:

a 1 )
Yi +rin = ag + aru; = 1, ugl [ 0] = 7’n;fr,31 mit V (y;) = 02 und C(yi,y;) =0
~—— |01

=B
fir i, € {1,...,N}j #1i (421.3)

Modell 2 (Objekt O,, ,,StraBle”), Approximation durch ein Polynom 2ten Grades:

bo'l
YitTio = bO"i'ble'+bQUz2 = [1, Uj, Uﬂ bi| = "’%%Tﬁz mit V(y;) = o5 und C(yi,y;) =0
—— 1]
=m]
=B,

fiir 4,5 € {1,...,N},j #i (421.4)

Hierin stellen die Elemente von £, und 3, sowie o; und oy die unbekannten Parameter
des Schétzproblems dar. Sie werden im Vektor

B=[87, 01, 8L, 05] (421.5)

zusammengefasst. Mit r;; und r;, sind die Beobachtungsresiduen bezeichnet, d.h. die Ab-
weichungen der Beobachtungen y; von ihren Erwartungswerten ¢;; bzw. ;2 in den Mo-
dellen 1 und 2.

Wie in Abschnitt 41 angedeutet, fehlen im Beobachtungsmaterial Informationen iiber die
Zugehorigkeit der einzelnen Beobachtungen y; zu Modell 1 oder Modell 2, so daf diese
Informationen im folgenden als unzugéngliche Beobachtungen aufgefafit werden. Formal
wird fiir jede tatsdchliche Beobachtung y; ein Vektor

i . 1 0
T; = [z;] € {ey, e} mit e; = [0} , €y = [1] (421.6)

nicht zugénglicher Beobachtungen z;; und x;, eingefiihrt. In Abhéngigkeit davon, ob die
Beobachtung y; zur Hochspannungsleitung (Modell 1) oder zur Strafie (Modell 2) gehort,
gilt *; = e; oder x; = ey. Gehodrt die Beobachtung y; zu Modell 1, so gilt £; = e;; im

6U.U. sind die Mittellinien der beiden Objekte im Bild nicht gleich gut lokalisierbar. (Beispielsweise ist
die Mittellinie einer Hochspannungsleitung durch das mittlere Kabel schirfer festgelegt als die Mittellinie
einer Strafie durch den doch (relativ breiten) Mittelstreifen.) Daher ist zwischen der Varianz der zu Objekt
1 und Objekt 2 gehérenden Beobachtungen zu unterscheiden.
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anderen Fall, in dem die Beobachtung y; zu Modell 2 gehort, gilt &; = es. Daher wird «;
auch als Indikatorvektor mit den Indikatoren x;; und x;2 bezeichnet.

Die Vektoren unzugénglicher Beobachtungen x;, i € {1,... N} werden in dem Vektor x

_[®

c= ...l =[zn, 212, ... ,TN1, TNa] (421.7)
N

zusammengefasst. Dies ist der unzugéngliche Beobachtungsvektor des zu losenden Schétz-
problems aus unvollstédndigen Beobachtungsdaten.

Der zur Beobachtung y; gehdrende vollstdndige Beobachtungsvektor ergibt sich unter
Einbeziehung der unzuginglichen Beobachtungen x; zu
zZ; = [z{| = [yz , Li1 .Z‘Z'Q]T. (4218)

Fiir den vollstindigen Beobachtungsvektor des Schéatzproblems aus unvollstdndigen Daten
gilt damit

21
z = el = [yl ;y L11 5, 125 -+ 5 YN 5, TN1 , xNZ]T- (4219)
ZN

Die bisherigen Ausfithrungen zusammenfassend, kann die im Rahmen der Parameterschit-
zung zu losende Aufgabe wie folgt als Schétzproblem aus unvollstédndigen Beobachtungs-
daten formuliert werden:

Schitzproblem aus unvollstindigen Beobachtungsdaten:

Von den in (421.9) spezifizierten vollstindigen Beobachtungsdaten z sind nur die gemdafs
(421.7) in dem Vektor y enthaltenen Beobachtungen tatsdichlich gemessen, es fehlen die
Beobachtungen x;; und x;p firi e {1,...,N} aus (421.6).

Ausgehend hiervon sind die unbekannten Parameter B, und By der Modelle 1 und 2 (vgl.
(421.3) bzw. (421.4)) sowie die zugehirigen Varianzen oi und o3 der Beobachtungen zu
schdtzen.

Dieses Schétzproblem a3t sich mittels des EM-Algorithmus l16sen. Im néchsten Abschnitt
wird aufgezeigt, welche Berechnungen hierfiir im E-Schritt und im M-Schritt erforderlich
sind.

422 Ableitung der EM-Iterationsschritte

Wie in Kapitel 2 ausfiihrlich erldutert, wird im Rahmen des EM-Algorithmus die Kullback-
Leibler-Statistik iterativ berechnet und maximiert(vgl. 324.20). Die Berechnung der Kullback-
Leibler-Statistik setzt voraus, da} die von den unbekannten Parametern B abhingige
Dichtefunktion f(z | B) des vollstindigen Beobachtungsvektors z bekannt ist. Daher
wird zunichst diese Dichtefunktion angegeben.

Herleitung der Dichte f(z | 8) des vollstindigen Beobachtungsvektors

Zur Ableitung der Dichtefunktion f(z | 8) wird zunéchst mit p(x; | B) Wahrscheinlich-
keitsverteilung der diskreten Zufallsvariablen x; € {e;, es} bezeichnet, die a priori, d.h.
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ohne Kenntnis von der numerischen Realisierug des Beobachtungsvektors y, jeder Beob-
achtung y; die Wahrscheinlichkeiten P(x; = e; | B) = p(e; | B) bzw. P(z; = ey | B) =
p(ez | B) zuordnet, dafl sie zu Modell 1 (d.h. zur Hochspannungsleitung) bzw. zu Modell
2 (d.h. zur Strafle) gehort, sofern mit B die Parameter der beiden Modelle gegeben sind.
Es wird hier angenommen, dafl diese Dichtefunktion fiir alle Beobachtungen y; dieselbe
ist.

Ginge aus der Aufgabenstellung ein Zusammenhang zwischen den Modellparametern 3
und den Wahrscheinlichkeiten P(x; = e;) bzw. P(x; = e;) hervor, so wiirde sich hieraus
fiir p(x; | B) auch tatsédchlich eine von den Parametern 8 abhingige Funktion ergeben.
Da aus der hier vorliegenden Aufgabenstellung ein solcher Zusammenhang jedoch nicht
ersichtlich ist, werden die Wahrscheinlichkeiten P(x; = e;) und P(x; = e;) nach dem
erwarteten Anteil der zur Hochspannungsleitung (Modell 1) bzw. zur Strafie (Modell 2)
gehorenden Beobachtungen an der Gesamtzahl N der Beobachtungen bemessen. Es wird
angenommen, daf§ 1/3 der Beobachtungen zur Hochspannungsleitung und 2/3 der Beob-
achtungen zur Strafle gehoren. Daher gilt

P(Beobachtung y; gehért zu Objekt O; (HS-Leitung))

= Plai=e | 8) =ples | B) =5 (422)
und
P(Beobachtung y; gehort zu Objekt O, (Strafe))
= P@i=e | B)=ples | B) = 5. (422

Die Beobachtungen y; werden unabhiingig davon, zu welchem Objekt sie gehoren (d.h.
unabhéngig davon, welches Beobachtungsmodell ihnen zugrunde liegt), als normalver-
teilt vorausgesetzt. Je nachdem, ob eine Beobachtung y; zu Objekt O; oder zu Objekt O
gehort, liegen ihrer Normalverteilung allerdings unterschiedliche Parameter zugrunde (vgl.
Gl. (421.4)). Gehort die Beobachtung y; zu der Hochspannungsleitung (Modell 1), so gilt
fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte f(y; | €; = e;,3) in Abhéngigkeit von den Parametern
B, der linearen Approximation und der Standardabweichung o, der zur Hochspannungs-
leitung gehérenden Beobachtungen

Modell 1 (lineare Approximation):

1 1 1 2)
exp | — == ¥ —m,; 422.3
\/%0'1 p ( 20_% [y ﬁl] ( )

Gehort die Beobachtung y; hingegen zur Strafie (Modell 2), so gilt fiir f(y; | ; = e, B)
in Abhéngigkeit von den Parametern B, der Approximation mittels eines Polynoms 2.
Grades und der Standardabweichung oo der Beobachtungen, die zur Strafle gehoren:

f(yz' | T; = 61;,3) = f(yz' \ elaﬁlaal) =

Modell 2 (Approximation durch Polynom 2ten Grades):

1
\V2Tos

flyi | zi=e2,8) = f(yi | €2,B5,02) = exp <_2%‘_%[yi - "?2%?/32]2> (422.4)

Mit (422.1), (422.2), (422.3) und (422.4) ldsst sich die Dichtefunktion f(z; | 8) = f(z; |
B1,01,85,09) der vollstindigen Beobachtung z; ableiten. Aufgrund der Bayes - Formel
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gilt
1 — L [yi—mT B2
fyomi=ex| B)=pler] B)- flui| e1,B) = soo—re o TR (422.5)
1
und
2 — L [yi—mT By
fzi=es | B)=ples | B)- fy; | €2,8) = e 3T (422.6)

3V 2moy

Hiermit erhilt man unter Ausnutzung der Tatsache, dal x; in Abhingigkeit von dem fiir
die Beobachtung y; zutreffenden Modell entweder die Elemente x;; = 1 und x; = 0 oder
;1 = 0 und x;5 = 1 enthilt, die Dichte

f(zi| B) = fyi, i | B)

=zji-plel | B) - f(yi| e, B)+z-plex | B)- f(yi | e2,B)

= [p(e1 | B) - f(yi | €1, B)]"" - [p(e2B) - f(vi | €2,8)]"*, (422.7)

so daf} folgt
1 —h-m?e )™ 2 LT\
f(zilﬁ)=( ¢ =T ‘”) ( o =3 ﬁ]) . (422.8)

3V 2moy 3V 2moy

Die tatséchlichen Beobachtungen y; und die nicht zugéinglichen Beobachtungsvektoren
x; werden als paarweise statistisch voneinander unabhéngig aufgefafit. Daher erhilt man
nach (vgl. [KocH 1998], Gl. (215.1)) die Dichtefunktion des vollstéindigen Beobachtungs-
vektors z aus dem Produkt der Einzeldichten f(z; | B), es ergibt sich also die Dichte-
funktion des vollstindigen Beobachtungsvektors

N
f(z|B)=f(z|Bi,01,B5,00) = [[ f(2i | B)
i=1

1 -71T12 Ti1 2 7% i*z'T 22 Zi2
H( el mﬁ]) ( o 27 wﬂ])  (422.9)
=1

3V 2moy
Durch Logarithmieren dieser Dichtefunktion erhilt man den Logarithmus der Dichte
des vollstdndigen Beobachtungsvektors

27T01

log f(z | B) = Zlogf zi | By, 01,85, 0)

=1
N ) ]
1 . i ;T 2 2 1 i— Z’ 2
= E {%‘1 log( e ZUf[y ™ B ) -l-xizlog( e 20%[‘1/ ™ Bl )}
i—1 3V 2moq 3V 2moy

(422.10)

Auf Grundlage der Gleichungen (422.9) und (422.10) soll nun die beim EM-Algorithmus
in jedem Iterationsschritt zu maximierende Kullback-Leibler-Statistik abgeleitet werden.

E-Schritt: Berechnung der Kullback-Leibler-Statistik

Sind mit BY) = ,Bgl) , A(J),,BQ G J)} vorldufige Schiitzwerte fiir die unbekanten Pa-
rameter bekannt, so ergibt sich mit 8 = [,81T, o1, ﬂg, UQ]T die Kullback-Leibler-Statistik
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Q(B | BY) = Ellog f(z | B) | y, BY] als Erwartungswert der logarithmierten Likelihood-
funktion (422.10). Im Falle einer iiberabzihlbaren Menge Z(y) wire Q(8 | BY)) nach
(231.8) durch Integration zu berechnen. In unserem Beispiel handelt es sich bei Z(y)
wegen

Zy) =2y, vos -~ 5 ynl")

A e () € L2 ()} vie nom)
(422.11)

allerdings um eine diskrete Menge, so daf} anstelle der Integration (231.8) eine Summation
iiber alle Elemente z € Z(y) durchzufiihren ist. Mit (422.10) ergibt sich

QB|BY)=Elogf(z]8) |y,BV= ) logf(z]8)- f(z|y.BY)

z€2(y)
- i i i {x log ( L e_@[yi_#gﬂm)
— - a
xn1=0 221=0211=0 =1 3 27T01
2 — L [yi—mnT B,)? o
+(1—:cz~1)10g( e 1" . )}-f(z\y,ﬂ(”)-
3V 2moy

(422.12)

Man erkennt in dieser Gleichung, daB der Erwartungswert Q(8 | B8Y) linear in den
Indikatoren x;; und x;3 = 1 — x;; ist. Wegen der Linearitit des Erwartungswertoperators
(vgl. [KocH 1998], Gl. 231.5) gilt daher

QB |BY) = Ellog (= | B) | y, BY]
N 1
- ) 1 —%I%[w—m?w)
;{E[iﬂzl ‘ yaIB I ]log (3@0’16

o 2 — Lo [y —mT B,)?
+ E|z; ., 8910 ( e 3 ' )}
[ 2 ‘ Yy :3 ] g 3\/§0_2

(422.13)

Der Expectation - Schritt des hier vorliegenden EM-Algorithmus (d.h. die Berechnung
der Kullback-Leibler-Statistik) besteht also im wesentlichen in der Berechnung der Er-
wartungswerte E[z;; | y, %] und E[z;, | y,?P]. Daher werden nun Gleichungen zur
Berechnung dieser Erwartungswerte hergeleitet.

Die Indikatoren x;; und x; fiir 7 € {1,..., N} sind diskrete Zufallsvariablen, die nur die
Werte 0 und 1 annehmen kénnen. Der Erwartungswert einer solchen Zufallsvariable X ist
nach ([KocH 1998], Gl. (231.1)) definiert als die Summe

EX)=) z-P(X=2)=1-p(X =1)+0-p(X =0) = P(X =1). (422.14)

Daher gilt fiir die Erwartungswerte von z;; und x;, mit 7 € {1,...n}

P(ziy=1]y,B9) und (422.15)
P(z=1]y,BY), (422.16)

E[xil | yv:@(])] =
E[$i2 | y;,@(j)] =
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d.h. der Erwartungswert E[z; | y, 8] gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir an, da$ der
Beobachtung y; das Modell 1 (Hochspannungsleitung) zugrundeliegt, sofern insgesamt die
Beobachtungen y vorliegen und die vorldufigen Parameter B(j) der beiden Modelle 1 und
2 gegeben sind. Entsprechend gibt der Erwartungswert Elz; | y, 3%)] die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, da§ der Beobachtung y; das Modell 2 (Strafie) zugrundeliegt, falls y und
BY) gegeben sind. Da die Zugehorigkeit der Beobachtung y; zur Hochspannungsleitung
(Modell 1) bzw. zur Strafle (Modell 2) zwei sich gegenseitig ausschlieende Ereignisse
darstellen, ergibt sich nach ([Kochu 1998], Gl. (213.3))

Elza | y,89] + Elzi | y, 89 = 1. (422.17)
Nach der Bayes-Formel gilt zunéchst

fly,z; = e | B(j))_

Pz =1| y”@(ﬁ')) = P(x; = e, | y”@(j)) = — (422.18)
fly | BY)
Hierin gilt mit (422.1) wiederum aufgrund der Bayes-Formel
fly, @i =er | BY) =ples | BY) - f(y | @i = e, BD), (422.19)
woraus wegen der statistischen Unabhéngigkeit der Beobachtungen y; folgt
N
fy,zi=e | B9) =ples | BY)- ][ fluk | wi = €1,8)
k=1
N
= p(e | ,B(J)) flyi |z = 61,,3(])) . Hf(yk |z = el,ﬂ(]))- (422.20)
k=1
k#i

Nach (422.3) und (422.4) sind die Dichtefunktionen f(y | @ = e1,BD) und f(yy | ) =
ez, BY) fiir k # 4 unabhéingig vom Indikator @;. Daher gilt fiir alle £ # ¢ die Beziehung

flyr | zi = e1,B9) = f(yy, | B9) und es folgt

N
fly,z; =€ | B(j)) = ple | B(J’)) Sy | = 61,B(j)) ) Hf(yk | B(j))
=
R N
= fizi=e | BD)-T] flwe | BD). (422.21)

k;ﬁz

Wegen der statistischen Unabhéngigkeit der Beobachtungen y; gilt auflerdem

N
fy | BD) =11/ |BY). (422.22)
k=1

Durch Einsetzen von (422.21) und (422.22) in (422.18) erhilt man schlieflich

flyi,zi=e, | BD)- Hlch?% Fyk | BY)

[Tesy fue | BD)
_ f(yiami =€ \ ﬁ(j))-
Flyi | B@)

P(zy=1]y,pY) =

(422.23)
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Bei der Zugehorigkeit einer Beobachtung y; zur Hochspannungsleitung bzw. zur Stra-
Be handelt es sich um zwei sich gegenseitig ausschliefende Ereignisse. Daher gilt (vgl.
[KocH 1998], G1.(213.3))

Fwi | BY) = fy,zi=er | BD) + f(yi, & = es | BD), (422.24)

Hiermit ergibt sich

2(j i, Li = € BU) 20
P(iUz'l =1 ‘ ya:B(])) = f(yA 5 : | p ) . = E[l“il | yaﬂ(])]a
fi,xi=e1 | BD) + f(y;, x:i = ey | BU))

(422.25)

worin die Dichten f(y;,; = e; | 89) und f(y;, @; = es | BY)) nach (422.3) und (422.4)
berechnet werden. Ganz analog a8t sich zeigen, daf} gilt

e 30
i, Ly = € (7
fy 2| A7) = Blzs | y, B9,

Pz =1y,8Y) = -~ =
flyi,zi = e | BY) + f(yi, xi = ez | BY))

(422.26)

Mit (422.5) und (422.6) ergeben sich schlieflich die Erwartungswerte der fehlenden
Beobachtungen:

1 AT a2
1 - ——2(&9))2[% m; By’]
A (i 3v2réy
3 . _
'LL,EI) = E[le ‘ ’y,,B(])] - 1 )12 ,3(1)
ol s L L2 rEoEi »
3\/27“}5]) 3\/27r&§])
(422.27)
und
1 21302
9 - 2(&9))2[% j P2 ]
() ._ , 201 3v2rsy
piy = Elziz | y, 8] = 1 TR . 2
1 26 T + 2 @z
3v2rsd) 3v2r55)
(422.28)

Der E-Schritt des zur Losung der Aufgabe anzuwendenden EM-Algorithmus besteht in
der Berechnung der Erwartungswerte ,ugl) und NEQ) fiir i € {1,..., N} nach diesen beiden
Gleichungen. Im j-ten Iterationsschritt ergibt sich dann nach (422.13) die Kullback-
Leibler-Statistik in Abh#ngigkeit von dem Parametervektor 8 zu

il —#[yi—fh?m?)

30)) — () 1 527
9= -

i=1

2 LIy ATE,P

+,u(j) log (76 23 i1 ] )} (422.29)
3V 2moy
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Kontrolle der Gleichungen (422.27) und (422.28):

Zum gleichen Ergebnis wie in (422.27) und (422.28) kommt man ohne die Betrachtung der Erwartungs-
werte als Wahrscheinlichkeiten, wenn man ausgehend von (422.13) beispielsweise den Erwarungswert

Elzi1 | y, Y] nach
Elza |y, 89 = > wza-f(z|y,8Y),

z€2(y)

n Al PN ] s
berechnet. Nach (231.1) gilt f(z |y, B9) = f(z | BD) [g(y | ﬂ(J))] . Hierin ist die Dichte f(z | 3¢%))

mit (422.9) gegeben, die Dichte g(y | B)) ergibt sich aus (222.1), wobei an die Stelle der Integration
wieder eine Summation iiber alle € Z(y) tritt:

9w 1B = Y f(z|B9)  mit f(z|BY) (422.9) Hf | BD)

zE€Z(y) i=1
N Aln . ~fa .
= Y II#G187.69,.89,68)
z€Z(y) i=1
;[ ,71"1"A(J')]2 é[ _72?,»(]-)]2 Tio
= Z H < 2(69))2 yimmni B ) < e z(agj))z yi—m; By )
262 (y) i=1 3 /2,” (J ) 3 /27T ) )
_,W(yi’égj),é_gj))m“ =:W(yi,ﬁg),&gj))”i2
1 1 1 N o .
= Z e Z Z HW yz,ﬂgj),&(]))’”“ . W(yi’ﬁg),&gj))l—wn
xn1=0 z21=02x11=01=1
1 1 N
= Z HW i, (J)) A(J))zzl W (ys, ﬂg )’ A(J))l Ti
zn1=0 T21=0:=2
(W, B9,69) + W1, B, 58))
1 1 N o ‘
= Z Z HW Vi, (J)’ A(J))wn ,W(yi’ﬂgi),&gj))l—zu
zN1=0 z31=0¢=3

(W(ylaﬂg’):al ) + W(y2,ﬂgj);02 )) ) (W(y%ﬁ(])aa?)) + W(y%ng)J&%’)))

N ,7,,1""1‘”(.7') 2 _ 1 - (.7) 2
gy |BY) = H e 2092 [ys —m; A7 + #e 2(65))2 lvs ] (422.30)
i1 3v2 al” 3v2r6)

Hiermit erhilt man schliefflich

1 _lraGg)e\ T 1 2T a6 2
e T AT (s e
o N |\ 3v276{) 3v2rsy)
fz]y.89) =]
=1

1 (4 2 Als
ly;—mT B2 ly;—mT B2

1 1
2(&&9))2 2(5§]))2

1 ~e T ~ €
3v2me{) 3v2nsd)

Diese Dichtefunktion wird zur Berechnung des Erwartungswertes E[z;; | y, 3%)] verwendet. Man erhilt

Elza |y,89) = Y za-f(z]y,BY)

1—zj1

1 N (7)) ~(5)\%1 Al A0)
. Z i1 - HW(yjaﬂl ;‘71 ) W(?/J:B2 )09 ) fiir i = 1,2,...,N
1=

0 j=1 (y.hﬂl 7Ug])) + W(yjaﬂgj);&gj))

1—2z;1

1 y A
_ Z {371 ] W(yz’ gj)’ gﬂ)) 'W(yz (J)’ (J))
i
=0 W(yla gj),agj)) —|—W(y“ 3(7) A(.7))
N

N N 1-zj1
- H W(yj,ﬂ(]),agj)) W (y;, (J)’o.gJ)) }

i W (y;, 81,61 + W(y;, 85, 65)
JF
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1 1 1 A(J
. . (yuﬂl ,077)
zgo T(; ;1_0 z(; %—0 z;l{ y“ﬂg.ﬂ),&gj)) + W(yuﬂgj)a&o )

~ Tj1 n 1— Zj1
1 o Wy, B9, 690wy, 89,68 }
j=1 W(yjaﬂgj)aagj)) + W(yjaﬂgj)ao—(]))

J#i
B (y“ﬂg])’ 6'(])) 1
Wy, B89,69) + W(y:, BY,69) H%; W (y;, B9,69) + W(y;, B, 65)]
J7

1 1 1 N N
. Z Z Z Z H[W(yw (J)’A(]))%l 'W(yj,ﬂg]),égj))l :cn]

=TT, (W (v;.B7)60)+W(y;. B 657)] el (422.30)
J#i
W (y; (J) A(J))
_ )
W (yi, §]),&§J))+W(yz, J)7A(J))
1 2( (11'))2 vs "1"?[59)]2
71
A0 3v2a6
= E[ﬂfil | ya,B(J)] = 1 11T~(j) 9 1 73072
RO Gz Wi—m By ]
1 e 20692 e 20857)2
3\/2_7“‘75]) 3v2rsy)

Analog gilt

1 2T’
9 e 2(&&7'))2[?/] m; Bs"’1

3 27r0'§j) 3 211'17(])

es werden also auf diese Weise die gleichen Ergebnisse erhalten wie in (422.27) und (422.28), womit diese
Ergebnisse kontrolliert sind.

M-Schritt: Maximierung der Kullback-Leibler-Statistik
Nachdem im E-Schritt des EM-Algorithmus die Erwartungswerte ,u ) der Indikatoren Tik

fir i € {1,...N} und k£ € {1,2} nach (422.27) und (422.28) berechnet worden sind, ist
im M-Schritt muf} die Kullback-Leibler-Statistik (422.29) durch Variation der unbekann-

T . . .
ten Parameter 8 = [ﬂlT, o1, ﬂg, 02] zu maximieren. Maximiert werden mufl also die
Funktion

N 1
39) =3 4910 ( 1 e——2(;1)2[yi—m;ﬁl]2>
wBET) {““ #\5v2m0,

=1
i og (o s )
3V 2moy
N

=— Z [,ug) log(3v2may) + ,ug) log(3/2V 2%02)]

_Z< (12)2

Wie man sieht, héingt hierin nur die zweite Summe von den Modellparametern 3, und g3,
ab, so daB es zur Bestimmung neuer Schitzwerte 377 und BY™ fiir diese Parameter

; 2
il = B+ u&?[yz-—m?w).
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zundchst ausreicht, die zweite Summe separat zu maximieren. Gesucht werden also jetzt
Schitzwerte BV und BY 1Y, die die Summe

N 1 1 1 2
() Tg 12 4 €) m1 .12
—Z (smanli =l 8.1+ Ll )

(+1 +1) - . . . R
fir 8, = J ) und By = ,8(] maximieren. Diese Summe kann wieder in zwei Teilsum-
men zerlegt werden, die getrennt voneinander zu maximieren sind:

N N
1 ; 1
_T‘% Z#g)[yz a mZT'BI]z 7 max und 2 % Zﬂw [y — ZTIB2]2 — max
i=1 —
(422.31)

Fasst man die Erwartungswerte Mu) bzw. ,uzj ) der unzugénglichen Beobachtungen in den
Gewichtsmatrizen P( D baw. P( 7 zusammen, also

PY = diag (uﬂ) T u%)l) , Py = diag (u%) T u%)z) (422.32)

und entsprechend die Koeffizienvektoren 'r}?,ZT bzw. ’I’?’L? der Beobachtungsgleichungen des

1 2
Modells 1 (421.3) bzw. des Modells 2 (421.4) in den Matrizen M und M,

1 2
1 1 2 27
M= |M , M= || (422.33)
1 2
T T
my my

so ergeben sich die Schitzwerte ,8(”1 und Bg 1) aufgrund der Beziehungen

i 1 T 1
,85” = argmax — o—; (y M,B ) P, <y — M,Bl) und (422.34)
By
30+1) 1 ' y
Bs = argﬂmax —5a (¥~ Mﬂ2 P, |y—Mp,). (422.35)
1

Aus den Gleichungen (422.31) und (422.35) ist ersichtlich, daf} sich die neuen Schitzwerte
ngﬂ) und ngﬂ) fiir die unbekannten Parameter 8, und 3, als Schitzwerte zweier Pa-
rameterschiatzungen in den Modellen 1 und 2 nach der Methode der kleinsten Quadrate
ergeben, wenn die Beobachtungen y; bei der Ausgleichung im Modell 1 mit den Gewich-

ten ,ugl) und bei der Ausgleichung im Modell 2 mit den Gewichten ,qu) versehen werden.
Geméifl [KocH 1998], Satz (323.3) ergeben sich die Schitzungen

g 1 N1 1 . o 2 N 2 2 .
Ut — (M PP M) M PYy und BYTY = (MTPY M) M PYy.

(422.36)

Fiir die unbekannten Standardabweichungen o; und oy der zu den Modellen 1 und 2

gehorenden Beobachtungen sollen nun erwartungstreue Schitzungen O'(J+) und & (Hl)
abgeleitet werden. Nach [KocH 1998], Gl. (325.6) gilt
» QW) v W)

(0§J+1))2 = ﬁ und (0514—1))2 =5 _2 ' (422.37)
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/)

worin ng

und ng ) die Quadratsummen der geschitzten Residuen in den Modellen 1 und
2 bezeichnen, die sich im j-ten Iterationsschritt mit den Schitzungen ngﬂ) bzw. ngﬂ)
ergeben. u; und us bezeichnen jeweils die Anzahl der unbekannten Parameter in Modell
1 und Modell 2; hier gilt u; = 2 und uy = 3.

Die Vektoren f"g ) und rg) der geschitzten Beobachtungsresiduen in den Modellen 1 und

2 ergeben sich in der j-ten EM-Iteration zu

) = Mﬂ(’“ —y und Y M,B”“ —y. (422.38)

Hiermit erhélt man in der j-ten EM-Iteration die Quadratsummen €2; und €2, der Beob-
achtungsresiduen

QW) — GONT . pW) 300 g Qb = GOYT. PO .79, (422.39)

Durch Einsetzen von (422.39) und (422.38) in (422.21) ergeben sich die Schatzwerte 5"

und 02 I fiir die Standardabweichungen der zu den Modellen 1 (Hochspannungsleitung)
und 2 (Strafie) gehérenden Beobachtungen

N

1 ..,. 1 . 1 ... 1
a_(]'+1) (M,B§]+ ) _y)T.PgJ) . (Mﬂgﬁ' ) _y)
1

_ 422.4
s (422.40)
und
2 2 3
' MBI _ 0T . p9 . (pBUTY _
S+ _ (M B3 y) s (M B3 y) (422.41)

Mit (422.36), (422.40) und (422.41) sind alle im M-Schritt des EM-Algorithmus zu be-
rechnenden Groflen bestimmt.

Abbruchkriterium, Kovarianzmatrizen der Schitzwerte und Klassifikation der
Beobachtungen

Abbruchkriterium: Nachdem die im E-Schritt und im M-Schritt des zur Losung der in
Abschnitt 41 Schitz- und Klassifikationsaufgabe zu implementierenden EM-Algorithmus
abgeleitet wurden, mufl noch ein Kriterium eingefiihrt werden, aufgrund dessen am Ende
jeder Iteration entschieden wird, ob die EM-Sequenz nochmals durchlaufen wird oder
nicht. Zur Definition eines solchen Abbruchkriteriums wird hier die Quadratwurzel

(“ﬂ J+1) )||2+ ”,3 (G+1) (J)” ) (422,42)

aus der Quadratsumme der euklidschen Abstéinde der Schatzungen ,8 G+ und ng 1 der
j-ten Iteration von den entsprechenden Schitzungen ,81 und ,Bg] der j — 1ten Itera-
tion betrachtet. Bleibt diese Quadratsumme kleiner als ein vorzugebender Schwellwert
€, was gleichbedeutend damit ist, daf sich die Schéitzungen der unbekannten Parameter
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zwischen zwei Iterationen um weniger als € dndern, so sollen die EM-Iterationen abge-
brochen werden. Sonst wird mit der nichsten Iteration begonnen. Es ergibt sich also das
Abbruchkriterium:

Falls § > € : Ubergang zur niichsten EM-Iteration (422.43)
sonst : Abbruch der EM-Iterationen (422.44)

Fiir € wird im folgenden der Wert 1 - 10~ gewiihlt. Die sich ind er letzten EM-Iteration
ergebende Schitzung BU+Y) = [(B?*”)T,&g””, (ng“))T,&g”} fiir die unbekannten Pa-

~ AT ~T . . ¥ ~ (¥) T ~(*) ~ (%) T (%) T
rameter 8 = ,81,0'1,,82,0'2] wird im folgenden mit 8 = [(,31 Y617, (By ), 05

bezeichnet.

Kovarianzmatrizen der Schitzungen: Schitzwerte fiir unbekannte Parameter, die im
Rahmen einer Ausgleichung bestimmt werden, sind fiir sich allein nur beschrankt aussage-
kriftig, da aus den Schétzwerten zunéchst nicht hervorgeht, wie sicher bzw. wie unsicher
die Schitzung ist. Daher werden zum Abschlul der EM-Iterationen noch Schitzungen
f)(,@i*)) und b(,@g*)) fiir die Kovarianzmatrizen D(Bi*)) und D(B;*)) der geschitzten
Parameter [35*) und [Ai;*) angegeben. Aus den Quadratwurzeln der Diagonalelemente die-
ser Matrizen gehen die geschétzten Standardabweichungen der Schitzwerte hervor, die
hier als Mafe fiir die Genauigkeit der einzelnen Schéitzwerte dienen. Aus den Nebendiago-
nalelementen lassen sich Korrelationen zwischen den einzelnen Parametern ableiten, also
MaSe fiir statistische Abh#ngikeiten zwischen den Schitzwerten. Nach [KocH 1998], Gl.
(325.7) ergeben sich die Schiitzungen

SAMY — (a2 L agT p) A -1
D(B)) = 6?2 (" P ) und (422.45)
DBY) = (69 (" P )

(By7)=(65")"( 2 M) (422.46)

fl’i(l; die beic(i*(;n Kovarianzmatrizen der in den Modellen 1 und 2 erhaltenen Schitzwerte
B1 und B,

Klassifikation der Beobachtungen: Die angestrebte Klassifikation der Beobachtungen,
also die Zuordnung der einzelnen Beobachtungen jeweils entweder zur Hochspannungslei-
tung (Objekt O;) oder zur StraBe (Objekt Oy kann mittels der sich nach der letzten
EM-Iteration im E-Schritt ergebenden Erwartungswerte u{Y und 4, i = 1,..., N auf
einfache Weise erfolgen: Nach (422.25) und (422.26) sind p{ und 4$; die Wahrschein-
lichkeiten, da8 die Beobachtung y; zu Modell 1 (d.h. zur Hochspannungsleitung) bzw. zu
Modell 2 (d.h. zur Strafie) gehort. Es liegt nun nahe, jede Beobachtung y; dem Modell
My, k € {1,2} zuzuordnen, fiir das die Wahrscheinlichkeit ,ul(,’:) am grofiten ist”. Ist also
y; eine Beobachtung und ist o; die Bezeichnung des Objektes, zu dem y; gehort (o; = 1,
falls y; zur Hochspannungsleitung gehort, o; = 2, falls y; zur Strale gehort), so ergeben
sich die geschiitzte Objektbezeichnungen o; fiir i = 1,..., N mit

R 1 , falls ug) > ug)
0; =
2, falls py” <y

"Diese Vorgehensweise entspricht einer Maximum-Likelihood-Schitzung der Objektbezeichnung
0, 0; € {1,2} des zur Beobachtung y; gehdrenden Objektes
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Die in diesem Abschnitt abgeleiteten Rechenformeln, die zur Lésung der zu Beginn formu-
lierten Aufgabe mittels des EM-Algorithmus benétigt werden, sollen nun zusammengefasst
werden.

Zusammenfassung der Ergebnisse

In Ubersicht (4.1) ist der zur Losung der in Abschnitt 41 gestellten Aufgabe zu implemen-
tierende Algorithmus mit allen erforderlichen Rechenschritten dargestellt. Aus dem dar-
gestellten Ablaufschema wird klar, daf} es sich bei dem hier vorliegenden EM-Algorithmus
um eine Parameterschitzung mit iterativer Regewichtung der Beobachtungen handelt:
Im E-Schritt der j-ten Iteration werden auf Grundlage der in der vorhergehenden Ite-
ration berechneten Schitzwerte ,B(j) die Beobachtungen fiir die nachfolgenden Parame-
terschédtzungen in den Modellen 1 und 2 neu gewichtet: Eine Beobachtung y;, die im
j-ten Iterationsschritt besser durch das sich mit den Schitzwerten 3¢ ergebende Modell
1 als durch das entsprechende Modell 2 beschrieben wird, wird bei der néchsten Para-
meterschitzung in Modell 1 herauf- und in Modell 2 herabgewichtet. Analog dazu wird
sie bei der Neuschéitzung in Modell 2 herauf- und in Modell 1 herabgewichtet, wenn sie
besser durch das sich aus der vorhergehenden Iteration ergebende Modell 2 als durch das
entsprechende Modell 1 beschrieben wird.

Auf Dauer fiihrt diese iterative Neugewichtung der Beobachtungen dazu, dafl Beobach-
tungen, die nicht zu dem Modell 1 (d.h. zur Hochspannungsleitung) gehoren, bei der Pa-
rameterschitzung in diesem Modell ein solch geringes Gewicht erhalten, dafl sie praktisch
keinen Einflufl mehr auf die Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter dieses Modells
nehmen. Dann bestimmen nur noch die tatsichlich zur Hochspannungsleitung gehoren-
den Beobachtungen die Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter des Modells, das die
zur Hochspannungsleitung gehérenden Beobachtungen beschreibt. Genau so erhalten die
nicht zur Strafle geh6renden Beobachtungen bei den Parameterschéitzungen in Modell 2
ein solch geringes Gewicht, daf} sie sich auf die Schiatzungen in diesem Modell kaum mehr
auswirken. Somit ist der sich hier ergebende EM-Algorithmus eng verwandt mit Metho-
den zur robusten Parameterschiitzung® (vgl. [KocH 1998],Kap.3.8), bei denen Ausreifier
in den Beobachtungsdaten durch iterative Regewichtung der Beobachtungen sukzessive
herabgewichtet werden, bis ihr Einflufl auf das Schétzergebnis vernachléssigbar gering ist.

Der in diesem Abschnitt beschriebene Algorithmus wurde in der in Ubersicht 4.1 darge-
stellten Form mittels der Programmiersprache C in einem Programm mit dem Namen
EM.c umgesetzt. (Der Quellcode dieses Programms befindet sich in Anhang Al.) Das
Programm liest eine Messreihe der Form

40 (Anzahl der Koordinatenpaare)

(u-Wert) (y-Wert)
1 15.18094175
2 13.87552839
3 6.03249538
4 7.420570315
5 9.613662336

aus der Datei Linien.dat ein und bestimmt aus dem Datenmaterial in der oben beschrie-

8Es sei darauf hingewiesen, daf dies nur fiir das hier vorliegende Beispiel gilt.
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benen Weise Schitzwerte fiir die unbekannten Parameter einer ausgleichenden Gerade und
eines ausgleichenden Polynoms 2ten Grades. Hierbei erfolgt eine Klassifikation der Beob-
achtungen nach der Zugehorigkeit zum linearen Modell oder zum Polynommodel 2ten
Grades. Die Ergebnisse werden in die Datei Erg.dat ausgegeben.

423 Ergebnisse

Das Programm EM. ¢ wurde auf den Datensatz Linien.dat (vgl. Anhang A2) angewendet.
Abbildung (2) visualisiert die eingelesenen Daten:

au T T T T

30 —

10 x -

20 30 40
u-Achse

Abbildung 2: Visualisierung der Koordinatenpaare aus dem Datensatz Linien.dat

Mit diesen Eingangsdaten wurden mit dem Programm EM. ¢ folgende Ergebnisse erhalten,
wobei fiir das Abbruchkriterium der Schwellwert ¢ = 1 - 107 gewiihlt wurde:

Schitzwerte des Modells 1 (Hochspannungsleitung):

Als Schitzwerte fiir die Geradenparameter wurden erhalten:

0 [ao]  [5.1330 . 6, =0.214983
:31 = || =

| = |0.4985 mit s = 0.010525 (423.1)

Hierbei wurden die Standardabweichungen mittels der unten aufgefiihrten Kovarianzma-
trix berechnet. Aufgrund der kleinen Standardabweichungen kénnen die Schétzwerte als
relativ sicher und die Modellparameter ag und a; als signifikant gelten®. Mit den Schitz-
werten ergibt sich die ausgleichende Gerade im Bild, d.h. die Gerade, die die Mittellinie
der Hochspannungsleitung im Bild approximiert, zu

§1(u) = 5.1330 + 0.4985 - u (423.2)
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Als geschitzte Kovarianzmatriz des Vektors ,[A‘ig*) wurde die Matrix

o0y [ 62 Guow] [ 0.046218  —0.001987
DB, )_[ —0.001987  0.000111 (423.3)

erhalten. Die geschétzte Standardabweichung der Gewichtseinheit der zur Hochspan-
nungsleitung gehérenden Beobachtungen ergibt sich zu 65*) = 0.3687

Schitzwerte des Modells 2 (Strafle):
Es ergaben sich folgende Schitzwerte fiir die Koeffizienten des Polynoms 2ten Grades:

» bo 16.3266 Gy, = 0.214657
By = |bi| = |-1.5097 mit Gy, = 0.024097 (423.4)
by 0.0505 &3, = 0.000560

Auch hier sind die erhaltenen Standardabweichungen der Schitzwerte im Vergleich zu
den Schitzwerten selbst klein, was ein Beleg fiir die Signifikanz der Modellparameter
ist.” Weiter kénnen aufgrund dieser kleinen Standardabweichungen die Schitzungen als
relativ sicher gelten. Mit den Schitzwerten erhilt man das ausgleichende Polynom 2ten
Grades im Bild, d.h. das Polynom 2ten Grades, das die Mittellinie der Strale im Bild
approximiert, zu

9o(u) = 16.3266 — 1.5097 - u + 0.0505 - u? (423.5)

Als Geschitzte Kovarianzmatriz des Vektors B;*) wurde die Matrix

o G2 oo Obops 0.046078  —0.004504  0.000091
DBy ) = |Gnpe 02 Ohp| = |—0.004504 0.000581 —0.000013| (423.6)
Goopo by, 02 0.000091  —0.000013 0.0000003

erhalten. Die geschétzte Standardabweichung der Gewichtseinheit der zur Strafie gehoren-
den Beobachtungen betréigt ebenfalls 6§*) = 0.3687. Dies deutet auf eine einheitliche Mef}-
genauigkeit der zur Hochspannungsleitung und zur Strafle gehérenden Beobachtungen hin.

Die Ergebnisse der Klassifikation der Beobachtungen gehen aus Ubersicht 423 hervor.Hierin
gelten folgende Bezeichnungen:

u : (feste) Ordinatenwerte der Koordinatenpaare des Eingabedatensatzes

y : gemessene Abszissenwerte des Eingabedatensatzes

,ug),ug) : Wahrscheinlichkeiten der Zugehorigkeit eines Koordinatenpaars zur HS-

Leitung bzw. zur Strafle

0;: Klassifikationsergebnis: Geschétzte Objektbezeichnung des Objektes, zu der eine
Beobachtung y; gehort. (HS-Leitung:o; = 1, Strafle: o; = 2)

7i1, Ti2: Beobachtungsresiduen im Modell 1 bzw. im Modell 2. Fiir jede Beobachtung
ist das Residuum nur in dem Modell angegeben, dem die Beobachtung bei der
Klassifikation zugeordnet wird.

Ji1, Yio: geschitzte Erwartungswerte der Beobachtungen. Der Erwartungswert wird nur
in dem Modell angegeben, dem die Beobachtung bei der Klassifikation zugeordnet
wird.
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Es wird deutlich, dafl alle Beobachtungsresiduen klein bleiben, was darauf hindeutet, dafl
keine Fehlklassifikationen von Beobachtungen vorliegen.

Die Ergebnisse von Parmeterschitzung und Klassifikation sind in Abbildung 3 visuali-
siert. Hieraus wird offensichtlich, daf3 alle Koordinatenpaare des Eingangsdatensatzes den

40 T T T T T T

20 30 ' 40
u-Achse

Abbildung 3: Visualisierung der Ergebnisse von Parameterschitzung und Klassifikation:
Die durchgezogene Linie stellt die mittels des EM-Algorithmus bestimmte ausgleichende
Gerade, die gestrichelte Linie das ausgleichende Polynom 2ten Grades dar. Die voll ge-
zeichneten Punkte stellen Datenpunkte des Eingangsdatensatzes dar, die vom Programm
als zur Strafle (also zum Modell 2) gehorig klassifiziert wurden; die nicht ausgefiillten
Punkte stellen Datenpunkte dar, die als zur Hochspannungsleitung (Objekt 1, Gerade)
gehorig klassifiziert wurden.

Objekten 1 und 2 korrekt zugeordnet werden. Die beiden ausgleichenden Kurven appro-
ximieren das Datenmaterial augenscheinlich optimal.

Dieses optimale Ergebnis der Parameterschitzung und Klassifikation erklart sich z.T.
dadurch, dafl sich die Objekte 1 und 2 in ihrer Form klar unterscheiden und daf} die
Messwertstreuung im Beispiel relativ klein gewéhlt wurde, so dafl in Abbildung 2 die Be-
obachtungen klar dem einen oder anderen Objekt zugeschrieben werden konnen. Es wére
also noch zu testen,wie der Algorithmus auf stark verrauschten Daten arbeitet, bzw. was
passiert, wenn die Objekte im Bild nicht so deutlich voneinander unterschieden werden
konnen. (Z.B. wenn sich die zwei gerade Objektmittellinien im Bild schleifend schneiden.)
Diese Untersuchungen sollen jedoch nicht zum weiteren Inhalt dieser Arbeit gemacht
werden, da es hier nur darum geht, eine moégliche Anwendung des EM-Algorithmus vor-
zustellen.

9Die 3fache Standardabweichung jedes Schitzwertes ist kleiner als der Schéitzwert selbst, so dafl mit
einer Irrtumswahrscheinlichkeit von weniger als 0,001 die Parameter des Modells von 0 verschieden sind.
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Abschlieflend soll die iterative Regewichtung der Beobachtungen im Rahmen des hier an-
gewandten EM-Algorithmus noch veranschaulicht werden: In Abbildung 423 sind beispiel-
haft die Gewichte u‘%) und ,uz(,f; der Beobachtung y3 bei den Parameterschitzungen in den
Modellen 1 und 2 gegen die laufenden Nummern j der Iterationen aufgetragen. Man er-
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Abbildung 4: Visualisierung der iterativen Regewichtung der Beobachtungen im Rahmen
des hier angewandten EM-Algorithmus. Die durchgezogene Linie stellt den Verlauf der
Gewichtung der Beobachtung 3 bei den Parameterschitzungen im Modell 1 dar, die ge-
strichelte Linie zeigt den Verlauf der Gewichtung dieser Beobachtung bei den Schétzungen
in Modell 2.

kennt,dafl die Beobachtung y3 in Modell 1 zunéchst ein geringes Gewicht hat. Im Rahmen
des hier angewendeten EM-Algorithmus wird sie in diesem Modell jedoch von Iteration zu
Iteration z.T. drastisch heraufgewichtet und entsprechend im Modell 2 herabgewichtet, so
daB sie sich am Ende nur noch auf die Schéitzwerte der Parameterschétzungen in Modell
1 auswirkt. In Modell 2 konvergiert ihr Gewicht gegen Null. Die Gewichte konvergieren
sehr schnell (nach 5 Iterationsschritten ist keine Verdinderung mehr erkennbar), so daf
der hier implementierte EM-Algorithmus relativ schnell konvergiert.
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Ubersicht 4.1: Zusammenfassung der Rechenschritte

EM-Algorithmus zur Lésung der Aufgabe:

1. Bestimmung von Niherungswerten: Niherungswerte B(O) fiir die unbekannten Para-
meter B der beiden Modelle 1 und 2 werden durch zwei initiale Parameterschéitzungen in
diesen Modellen nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalten. Als Gewichtsmatrix
der Beobachtungen y wird dabei jeweils die Einheitsmatrix Pgo) = Pgo) = I gewahlt. Es
ergeben sich also fiir K = 1,2 die Ndherungswerte

~ (0) k k B k N
By =M ' M) 'M"y | o = [(MB, —y)T - (MBy
2. EM-Iterationen:

—y)/(N —k—1)]"

i.) E-Schritt: Berechnung der Erwartungswerte u%) fir k =1,2und i =1,...,N

mittels
1 kT a2
k z(&gcj))z vi—m; Byl
) 3v2r6)
Hip = 1 pa ~ (i
1 AT a2 1 2T a2
1 262 [yj—m; B1’] 9 26002 lyj—mi Bs"]
- 1 —+ —~e 2
3v2me () 3v2rey)

ii.) M-Schritt: Aufstellen der Matrizen P,(ch) = diag(ugjkﬂ),ugkﬂ), ,M%ZI)) fiir
k = 1,2 und Berechnung der Schitzungen
G+ _ (AT pG+D) -1 2T pli+1)

,B =M P/"'M) "M P/ "y und

L (j+1 J+1) i+1) A 2 (G+1) 1/2

o) = (M) — ) Y MBY — )/ — k- 1))V
fiir k= 1,2

(k+1) (k)\ 2

ii.) Abbruchkriterium: Falls (ﬁl - Bﬁ’“)) <ﬂ2 K ) < e gilt, wird der
Algorithmus bei 3. fortgesetzt, sonst ist eine weitere EM-Iteration erforderlich, so
dafl der Algorithmus bei i.) fortgesetzt wird.

k-+1)

3. Berechnung der Kovarianzmatrizen und Klassifikation der Beobachtungen:

Fiir £ = 1,2 ergeben sich die Kovarianzmatrizen der Schiatzungen Bg*) und ﬁ; z

A /\(*

D(By,

Die geschétzten Bezeichnungen 6; der Objekte, zu denen die Beobachtungen y; gehdren,
ergeben sich mit

k k
)=(6) - (MT P M)

. 1( HS-Leitung) , falls ,u(;) > ,u(;)
0; =
' 2 ( Strafle) , falls :“1(1) < ,u(*).
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Ubersicht 4.2: Klassifikationsergebnisse und Beobachtungsresiduen

u y NET ) Mg) 0; Ti1 Tio Uil Uio
1.0 || 15.181 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 14.867
2.0 || 13.876 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 13.509
3.0 6.032 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.596 — 6.628 -
4.0 7.421 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 — 7.127 -
5.0 9.614 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.426 — 10.040
6.0 9.236 | 0.006 | 0.994 | 2 - 0.000 - 9.085
7.0 8.585 | 0.440 | 0.560 | 2 - 0.000 - 8.231
8.0 6.777 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.701 - 7.478
9.0 9.945 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 - 9.619 -
10.0 | 6.065 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.210 - 6.275
11.0 || 5.280 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.545 - 5.825
12.0 || 11.168 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 — 11.115 -
13.0 || 5.261 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 — 5.227
14.0 || 12.919 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 — 12.111 -
15.0 | 5.295 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 — 5.033
16.0 || 5.421 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 5.087
17.0 || 5.234 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.009 - 5.243
18.0 || 14.235 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 - 14.105 -
19.0 || 15.350 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 - 14.604 -
20.0 || 6.495 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 6.314
21.0 || 14.583 | 1.000 | 0.000 | 1 | 1.017 - 15.601 -
22.0 || 7.000 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.532 - 7.532
23.0 || 8.564 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 8.293
24.0 || 9.705 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 9.154
25.0 || 16.707 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.887 - 17.595 -
26.0 || 18.089 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.004 - 18.093 -
27.0 || 17.768 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.824 - 18.591 -
28.0 || 14.179 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 13.609
29.0 || 14.075 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.900 — 14.975
30.0 || 16.832 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 — 16.442
31.0 || 17.404 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.606 - 18.010
32.0 || 20.039 | 0.014 | 0.986 | 2 - 0.000 - 19.679
33.0 || 21.767 | 0.388 | 0.612 | 2 - 0.000 — 21.448
34.0 || 23.214 | 0.004 | 0.996 | 2 - 0.105 - 23.319
35.0 || 25.699 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 25.290
36.0 || 23.998 | 1.000 | 0.000 | 1 | 0.000 - 23.078 -
37.0 || 29.062 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.474 - 29.536
38.0 || 31.459 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.351 - 31.810
39.0 || 34.200 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 — 34.185
40.0 || 36.924 | 0.000 | 1.000 | 2 - 0.000 - 36.661
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Kapitel 5

Zusammenfassung

Die Photogrammetrie ist untrennbar mit Methoden der Ausgleichungsrechnung und Sta-
tistik verbunden; dies gilt sowohl fiir die klassische Photogrammetrie als auch fiir mo-
derne Verfahren der digitalen Bildverarbeitung. Klassische Methoden der geoditischen
Ausgleichungsrechnung reichen allerdings zur Losung bestimmter Probleme aus der Pho-
togrammetrie nicht immer aus, wie in Abschnitt 122 anhand eines einfachen Beispiels
gezeigt wurde. Zur Losung solcher Probleme miissen diese Parameterschitzverfahren an
die konkrete Aufgabe angepaft, erweitert, erginzt oder durch andere Parameterschéitz-
verfahren ersetzt werden. Bestimmte Aufgaben, bei denen die klassischen Schétzverfahren
versagen, konnen mittels Schitzverfahren aus unvollstdndigen Beobachtungsdaten - wenn
auch z.T. unter erheblichem Rechenaufwand — gelést werden. Ein Beispiel hierfiir sind
Parameterschétzungen, bei denen die zugrundeliegenden Beobachtungen hinsichtlich ih-
rer Zugehorigkeit zu einem von mehreren alternativ giiltigen Modellen unbestimmt sind
(vgl. Abschnitt 122 und Kapitel 4).

Der in dieser Arbeit diskutierte EM-Algorithmus stellt ein solches Parameterschitzver-
fahren dar, mit dem Parameter aus unvollstédndigen Beobachtungsdaten geschitzt wer-
den kénnen. Er wurde erstmals im Jahre 1968 von den amerikanischen Professoren A.
Dempster, N. Laird und D.Rubin unter dem Namen ,,EM-Algorithmus” vorgestellt (vgl.
[DEMPSTER ET AL. 1968]) und ergab sich damals als verallgemeinerte Zusammenfassung
mehrerer Einzellosungen von Parameterschitzproblemen, die von verschiedenen Auto-
ren entwickelt worden waren. Zwar gestaltet sich die Umsetzung des EM-Algorithmus
in bezug auf eine konkrete Aufgabe haufig einfach, eine allgemeine Diskussion der zu-
grundeliegenden Theorie stellt jedoch eine sehr komplexe Aufgabe dar'. Die iiberwiegend
englischsprachige Literatur zu diesem Thema richtet sich iiberwiegend an Mathemati-
ker und Informatiker, deren Fachtermini sich z.T. von der im Rahmen der geoditischen
Ausgleichungsrechnung verwendeten Terminologie unterscheiden.

Um dem aus dem Bereich der Geodésie stammenden Leser den Zugang zum EM-Algo-
rithmus zu erleichtern, wurde in Abschnitt 13 dieser Arbeit ausgehend von den klassi-
schen geoditischen Parameterschitzverfahren das Prinzip der Parameterschitzung aus
unvollstindigen Beobachtungsdaten erldutert. AnschlieBend wurde in Kapitel 2 schritt-
weise der EM-Algorithmus abgeleitet: Ausgehend von der in Abschnitt 22 beschriebenen
Maximum-Likelihood-Methode, die die Grundlage des EM-Algorithmus darstellt, wurde

!Dies zeigt sich u.a. daran, da8 —wie [WuU 1982] nachwies — der Aufsatz der oben genannten und
offensichtlich mit dem Thema vertrauten Professoren Dempster, Laird und Rubin Fehler enthilt, die dazu
fiithren, daf die in [DEMPSTER ET AL. 1968] getroffenen Aussagen zur Konvergenz des EM-Algorithmus
ungiiltig sind.
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zunéchst in Abschnitt 222 gezeigt, wie die Maximum-Likelihood-Methode zur Schétzung
von Parametern aus unvollstindigen Beobachtungsdaten genutzt werden kann. Dann wur-
de in Abschnitt 231 die Schliisselgleichung des (G)EM-Algorithmus abgeleitet und daraus
schlielich der in Abschnitt 232 definierte (G)EM-Algorithmus entwickelt.

In Kapitel 3 wurden die Eigenschaften des (G)EM-Algorithmus in allgemeiner Form disku-
tiert, wobei Betrachtungen zur Konvergenz der logarithmierten Likelihoodfunktion bzw.
deren Argument sowie die Konvergenzgeschwindigkeit im Vordergrund standen. Da in
der diesbeziiglichen Literatur einige Autoren verschiedene Auffassungen vertreten, wur-
den hier im wesentlichen die allgemein als richtig anerkannten Ergebnisse von [Wu 1982]
wiedergegeben. Die Darstellung wurde dabei relativ ausfiihrlich gehalten, um dem nicht
mit der englischsprachigen Terminologie der mathematischen Statistik bzw. Informatik
vertrauten Leser den Zugang hierzu zu erleichtern.

Zunéchst wurde in Abschnitt 321 das allgemeine Verhalten der logarithmierten Likelihood-
funktion im Rahmen der EM-Iterationen erklidrt. Anschlieend wurden in Abschnitt 322
die Bedingungen erarbeitet, unter denen die logarithmierte Likelihoodfunktion im Rah-
men der EM-Iterationen gegen einen stationdren Punkt bzw. gegen ein lokales Maximum
konvergiert. In Abschnitt 323 wurden schliellich die Bedingungen genannt, unter denen
die Folge der (vorlaufigen) Schétzwerte fiir die unbekannten Parameter beim (G)EM-
Algorithmus konvergiert.

Von besonderer Bedeutung fiir die Einsetzbarkeit eines Algorithmus ist nach der Frage,
ob er zum Ziel fiihrt, die Geschwindigkeit, mit dem er dies tut. In der Literatur (vgl.
[DEMPSTER ET AL. 1968],[WU 1982]) wird dem EM-Algorithmus i.a. eine nur langsame
Konvergenz zugeschrieben. Die Konvergenzgeschwindigkeit héngt dabei vom Anteil der
fehlenden Beobachtungen an der Gesamtzahl der Beobachtungen ab. In Abschnitt 324
wurde ein Maf fiir die Konvergenzgeschwindigkeit des EM-Algorithmus abgeleitet.

In Kapitel 4 wurde das in der Einleitung skizzierte Beispiel fiir ein Schéitz- und Klassifi-
kationsproblem, aufgegriffen. Zur Losung dieses Problems wurde es als Parameterschétz-
problem aus unvollstédndigen Beobachtungsdaten formuliert und anschliefend wurden die
im E-Schritt und im M-Schritt durchzufiihrenden Berechnungen erldutert. Dies fiihrte auf
ein Ablaufschema zur Losung der Schitz- gegebenen und Klassifikationsaufgabe, das in
einem Programm zur Umsetzung gelangte (Vgl. Anhang A). Das Programm wurde auf
einen Testdatensatz angewendet,wobei sehr gute Ergebnisse erzielt wurden. Dies kann
u.a. neben der Qualitidt des Algorithmus auch dadurch begriindet werden, dafl das zu-
grundeliegende Datenmaterial eine nur gerige Streuung aufwies und dafl die alternativ
zur Auswahl stehenden Beobachtungsmodelle zur Parameterschitzung voneinander gut
unterscheidbar waren. Es wére noch zu testen, wie der Algorithmus auf stark verrauschten
Mefldaten und sich dhnelnden Schitzmodellen arbeitet.

Diese Arbeit zeigt u.a., dafl der EM-Algorithmus eine interessante Alternative zu herk6mm-
lichen Verfahren der geodétischen Ausgleichungsrechnung darstellt, falls diese zur Losung
einer Aufgabe ungeeignet ist. Aufgrund der im Allgemeinen nur langsamen Konvergenz
des EM-Algorithmus sollte vor dessen Einsatz allerdings gepriift werden, ob sich das

gewiinschte Ergebnis nicht auch mit einer weniger rechenintensiven Methode erreichen
148t.
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Anhang A

Anhang

Al C-Quellcode des Programms EM.c (Auszug)

Im Folgenden wird ein Auszug aus dem C-Quelltext des Programms EM.c wiedergegeben.
Von den Ein- und Ausgaberoutinen, die hier aus Platzgriinden nicht aufgefiihrt sind,
werden nur die Funktionsprototypen angegeben.

/* Programm EM.c, Marc Luxen, 11.2000 */

#include<stdio.h>

#include<math.h>

/*Konstanten */

#define MaxDim 50 /*Maximale Matrixdimension */
#define pi 3.1415926
#define Epsilon 0.000000001 /*Schwellwert fuer Abbruchkriterium */
/*Datentypenx*/
typedef struct
{ /*Datentyp Matrix */

int N_r, N_c;
double Elem[MaxDim] [MaxDim];
}

t_Matrix;

/* Funktionsprototypen */

void Matrix_ausgeben (FILE * Disk, t_Matrix A);

t_Matrix Inverse (t_Matrix A);

t_Matrix Transponierte  (t_Matrix A);

t_Matrix Produkt (t_Matrix A, t_Matrix B);

t_Matrix Differenz (t_Matrix A, t_Matrix B);

t_Matrix Einheitsmatrix (int n);

double Euklidnorm (t_Matrix X);

t_Matrix cProdukt (double c, t_Matrix A);

t_Matrix Schaetzung (t_Matrix X, t_Matrix y, t_Matrix P);
t_Matrix Residuen (t_Matrix X, t_Matrix y, t_Matrix beta);
t_Matrix Koeffizientenmatrix (int c, t_Matrix x);

void Messreihe_einlesen (char Dateiname[], t_Matrix * A, t_Matrix * B);

double W (double x, double y, double sigma, t_Matrix beta);
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double mu (int c,
double x,
double y,
double sigmal,
t_Matrix betal,
double sigma2,
t_Matrix beta?2);

t_Matrix P (int c,
t_Matrix u,
t_Matrix y,
double sigmal,
t_Matrix betal,
double sigma2,
t_Matrix beta?2);

double Omega (t_Matrix X,
t_Matrix y,
t_Matrix P,
t_Matrix beta);

void Plotdateien_schreiben (t_Matrix P1, t_Matrix P2,
t_Matrix u, t_Matrix y,
t_Matrix betal, t_Matrix beta2);

void Ergebnisdatei_schreiben (int j, t_Matrix u,
t_Matrix y, double sigmal,
t_Matrix betal, t_Matrix M1,
t_Matrix P1, double sigma2,
t_Matrix beta2, t_Matrix P2,
t_Matrix M2, t_Matrix Covil,

t_Matrix Cov2);

/* Routinen:*/

void
Messreihe_einlesen (char Dateiname[], t_Matrix * A, t_Matrix * B)
/* Einlesen der Messreihe aus der Datei <Dateiname>.
Die u-Werte der Messreihe werden in die Matrix A und

die y-Werte in die Matrix B (beides N_r*1-Matrizen)
geschrieben */

FILE *Disk;
int r;
Disk = fopen (Dateiname, "r");

/* Anzahl der Messwerte einlesen */
fscanf (Disk, "%d", &((xA).N_r));

/* Matrizenformate festlegen */

(*A) .N_c = 1;
(*B) .N_r = (*A) .N_r;
(*B) .N_c = 1;

/*Messwerte einlesen: */
for (r = 0; r <= ((*A) .N_r - 1); r++)
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{
fscanf (Disk, "%1f", &((*A).Elem[r][0]));
fscanf (Disk, "%1f", &((*B).Elem[r][0]));
}
fclose (Disk);
}

void
Matrix_ausgeben (FILE * Disk, t_Matrix A)

/* Gibt die Matrix A in den Ausgabestrom Disk aus */

{
int i, j;
for (i = 0; i <= (A.N_r - 1); i++)
{
for (j = 0; j <= (A.N_c - 1); j++)
fprintf (Disk, "%10.61f ", A.Elem[il[j1);
fprintf (Disk, "\n");
};
}
t_Matrix

Inverse (t_Matrix A)

/* Berechnet die Inverse der Matrix A nach der Gauss - Jordan - Methode
(vgl. [Koch 1997], Gl. (133.21) x/

int i, j, k, r, c; /* Laufvariablen */
t_Matrix Inv; /* Return - Variable

/* Format der Ausgabematrix festlegen */
Inv.N_r = A.N_r;
Inv.N_c = A.N_c;

/*Eliminationen */
for (i = 0; i <= (A.N_r - 1); i++)
{
for (j = 0;
for (k =
{
if (k !'= i)
{
if (§ != i)
Inv.Elem[j][k] = A.Elem[j][k] - A.Elem[j][i]
* A.Elem[i][k] / A.Elem[i] [i];
else
{
Inv.Elem[i] [k]
Inv.Elem[k] [i]
}

j <= (A.N_r - 1); j++)
0; k <= (A.N_r - 1); k++)

A Elem[i][k] / A.Elem[i][i];
-A.Elem[k][i] / A.Elem[i][i];

}
Inv.Elem[i]l[i] = 1 / A.Elem[i] [i];
}

if (i < A.N_r - 1)
for (r = 0; r <= (A.N_r - 1); r++)
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for (c = 0; ¢ <= (A.N_c - 1); c++)
A.Elem[r][c] = Inv.Elem[r][c];
};
return (Inv); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

}

t_Matrix
Transponierte (t_Matrix A)

/*Transponiert die Matrix A */

t_Matrix Trans; /*Return - Matrix */
int i, j; /*Laufvariablen */

/*Format der Ausgabematrix festlegen */
Trans.N_r = A.N_c;
Trans.N_c = A.N_r;

/*Element [i,j] der Return - Matrix wird das
Element [j,i] der Matrix A zugewiesen: */
for (i = 0; i <= (Trans.N_r - 1); i++)
for (j = 0; j <= (Trans.N_c - 1); j++)
Trans.Elem[i][j] = A.Elem[j][i];
return (Trans); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

t_Matrix
Produkt (t_Matrix A, t_Matrix B)

/*Berechnet das Matrizenprodukt A*B der beiden Matrizen
A und B und gibt es an die aufrufende Routine zurueck */

int r, c, k; /* Laufvariablen */
t_Matrix Prod; /* Return - Matrix */

/* Festlegung des Formates der Return - Matrix: */
Prod.N_r = A.N_r;
Prod.N_c = B.N_c;

/* Berechnung der Elemente der Return - Matrix: */
for (r = 0; r <= (Prod.N_r - 1); r++)
for (c = 0; ¢ <= (Prod.N_c - 1); c++)
{
Prod.Elem[r] [c] = 0;
for (k = 0; k <= (A.N_c - 1); k++)
Prod.Elem[r] [c] = Prod.Elem[r][c] + A.Elem[r][k] * B.Elem[k][c];
};

return (Prod); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

t_Matrix
cProdukt (double c, t_Matrix A)

/* Multipliziert die Matrix A mit dem Skalar c und gibt das
Produkt an die aufrufende Routine zurueck */
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int z, s; /*Laufvariablen */
t_Matrix Prod; /* Return - Matrix */

/* Format der Return - Matrix festlegen: */
Prod.N_r = A.N_r;
Prod.N_c = A.N_c;

/* Multiplikation der Matrixelemente mit c, Prod[i] [j1=c*A[i][j] */
for (z = 0; z <= (A.N_r - 1); z++)
for (s = 0; s <= (A.N_r - 1); s++)
Prod.Elem[z][s] = ¢ * A.Elem[z][s];

return (Prod); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

double
W (double u, double y, double sigma, t_Matrix beta)

/* Berechnet die Dichtefunktionen f(y_i|x_i=e_i,beta) und gibt sie
als double-Wert an die aufrufende Routine zurueck
y: Beobachtung
u: zu y gehoerender Abszissenwert*/

if (beta.N_r == 3) /* Entweder Berechnung der
Dichte des Modells 2... x/
return (2 / (3 * sqrt (2 * pi) * sigma)
*x exp (-pow (y - beta.Elem[0][0]
- beta.Elem[1][0] * u
- beta.Elem[2] [0] * pow (u, 2), 2)
/ (2 * pow (sigma, 2))));
else /* ... oder Berechnung der
Dichte des Modells 1 */
return (1 / (3 * sqrt (2 * pi) * sigma)
* exp (-pow (y - beta.Elem[0][0]
- beta.Elem[1][0] * u, 2)
/ (2 * pow (sigma, 2))));

double

mu (int c, double x,
double y, double sigmal,
t_Matrix betal, double sigma2,
t_Matrix beta2)

/* Berechnung des Erwartungswertes mu_c im E-Schritt */
double W1, W2;

Wi=W (x, y, sigmal, betal);
W2 =W (x, y, sigma2, beta2);

if (c == 1)
return (W1 / (W1 + W2));
else

return (W2 / (W1 + W2));



74 ANHANG A. ANHANG

t_Matrix

P (int c, t_Matrix u,
t_Matrix y, double sigmal,
t_Matrix betal,
double sigma2,
t_Matrix beta2)

/* Baut die Matrix P1 bzw P2 auf und gibt sie an die aufrufende
Routine zuruechk
falls c=1: Aufbauen der Matrix P1

sonst : Aufbauen der Matrix P2x*/
{
int i, j; /* Laufvariablen x/
t_Matrix PMat; /*Return - Matrix */

/* Festlegung der Dimension der Return - Matrix */
PMat.N_r = y.N_r;
PMat.N_c = y.N_r;

for (1 = 0; i <= (PMat.N_r - 1); i++)
for (j = 0; j <= (PMat.N_r - 1); j++)
if (1 == j) /*Nur die Diagonalelemente
sind von 0 verschieden! */

/*Falls P1 aufgebaut werden Soll... */
if (c == 1)

/*Zuweisung der Erwartungswerte: */
PMat.Elem[i][j] = mu (1, u.Elem[i][0], y.Elem[i][0], sigmal,
betal, sigma2, beta2);

/*... sonst wird P2 aufgebaut */
else
PMat.Elem[i][j] = mu (2, u.Elem[i][0], y.Elem[i][0], sigmal,
betal, sigma2, beta2);
else
PMat.Elem[i] [j] = O;
return (PMat); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

}

t_Matrix
Schaetzung (t_Matrix X, t_Matrix y, t_Matrix P)

/*Berechnet die Schaetzwerte eines Gauss-Markoff-Modells mit der
Koeffizientenmatrix X, dem Beobachtungsvektor y und der
Gewichtsmatrix P */

{
t_Matrix XtP; /*Dummy-Matrix */
t_Matrix Inv; /*Return - Matrix */
XtP = Produkt (Transponierte (X), P); /*Bekannte */
Inv = Inverse (Produkt (XtP, X)); /* Glei- x/
return (Produkt (Produkt (Inv, XtP), y)); /* chungen */
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t_Matrix
Differenz (t_Matrix A, t_Matrix B)

/* Berechnet die Differenz A-B zwischen den Matrizen A und B */
int i, j; /* Laufvariablen */
t_Matrix Diff; /*Return - Matrix */
/*Festlegung der Dimension der Return - Matrix */

Diff .N_.r = A.N_r;
Diff.N_c A.N_c;

/*Berechnen der Differenzen A[i,j]-B[i,j] */
for (i = 0; i <= (A.N_r - 1); i++)
for (j = 0; j <= (A.N_r - 1); j++)
Diff.Elem[i] [j] = A.Elem[i][j] - B.Elem[i] [j];
return (Diff); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

t_Matrix
Residuen (t_Matrix X, t_Matrix y, t_Matrix beta)

/* Berechnet die Beobachtungsresiduen eines GMM mit der
Koeffizientenmatrix X, dem Beobachtungsvektor y und
der Schaetzung beta */

{
return (Differenz (Produkt (X, beta), y)); /*bekannte Formel */

}

double
Omega (t_Matrix X, t_Matrix y, t_Matrix P, t_Matrix beta)

/*Berechnet die Quadratsumme der Residuen eines GMM mit der
Koeffizientenmatrix X, dem Beobachtungsvektor y, der Gewichtsmatrix P
und den Schaetzwerten beta */

{
t_Matrix e; /*Return - Matrix */
e = Residuen (X, y, beta); /*Bekannte */
e = Produkt (Produkt (Transponierte (e), P), e); /*Gleichung */
return (e.Elem[0][0]); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */
}
t_Matrix

Koeffizientenmatrix (int c, t_Matrix u)
/*Baut die Koeffizientenmatrix 1 (fuer c=1)bzw. 2 (fuer c=2) auf */
/*u:Abszissenwert */
int i, j; /* Laufvariable */

t_Matrix Koeff; /* Return - Matrix */

/*Dimension der Return - Matrix festlegen */
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Koeff.N_c
Koeff.N_r

c + 1;
u.N_r;

/* Berechnung der Matrixelemente */
for (i = 0; i <= (Koeff.N_r - 1); i++)
{
/* Die ersten beiden Koeffizienten sind in beiden
Koeffizientenmatrizen dieselben.... */
Koeff.Elem[i][0] = 1;
Koeff.Elem[i][1] = u.Elem[i][0];

/*Bei der Koeffizientenmatrix 2 kommt noch ein dritter
Koeffizient hinzu */
if (c == 2)
Koeff.Elem[i] [2] = pow (u.Elem[i][0], 2);
};
return (Koeff); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */

}

t_Matrix
Einheitsmatrix (int n)

/* Erzeugt eine n*n - Einheitsmatrix */

{
int r, c; /*Laufvariablen */
t_Matrix I; /* Return - Matrix */

/* Dimensionen der Return - Matrix festlegenx*/
I.N_r = n;
I.N_c = n;

/*Berechnung der Matrixelemente */
for (r = 0; r < n; r++)
for (c = 0; c < n; c++)

if (r == ¢)
I.Elem[r][c] = 1;
else
I.Elem[r][c] = 0;
return (I); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */
}
double

Euklidnorm (t_Matrix X)

/*Berechnet die euklidsche Vektornorm eines Vektors X */

double N = 0.0; /*Return — Variable wird initialisiert */
int i; /* Laufvariable */

/* Quadratsumme der Vektorelemente bilden: */
for (1 = 0; i <= (X.N_r - 1); i++)
N =N + pow (X.Elem[i][0], 2);
return (sqrt (N)); /* Rueckgabe an aufrufende Routine */
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int
Klasse (double a, double b)

{
if (a > b)
return (1);
else
return (2);
}
void
main (void)
{
t_Matrix u; /*Vektor der Abszissenwerte */
t_Matrix y; /*Vektor der Ordinatenwerte (Beobachtungsvektor) */
t_Matrix M1; /xKoeffizientenmatrix des Modells 1 */
t_Matrix M2; /xKoeffizientenmatrix des Modells 2 */
t_Matrix P1; /*Gewichtsmatrix des Modells 1 */
t_Matrix P2; /*Gewichtsmatrix des Modells 2 */
t_Matrix betal; /*Geschaetzter Parametervektor des Modells 1 */
t_Matrix Hbetal; /*Dummy-Parametervektor (Hilfsvektor) */
t_Matrix beta2; /*Geschaetzter Parametervektor des Modells 2 */
t_Matrix Hbeta2; /*Dummy-Parametervektor (Hilfsvektor) */
t_Matrix Covi; /*Geschaetzte Kovarianzmatrix der Parameter betal */
t_Matrix Cov2; /*Geschaetzte Kovarianzmatrix der Parameter beta2 */
int i, j; /*Laufvariablen */
double sigmal, sigma2; /*Standardabweichungen der Gewichtseinheit */
FILE *Disk; /*Ausgabestrom fuer Zwischenergebnisse */

/* Gibt aus, welche von den beiden Zahlen a und b die groessere ist
(Zahl 1 oder Zahl 2)
Von der aufrufenden Routine aus sind a und b hier
Wahrscheinlichkeiten des Zutreffens des Modells 1 oder 2 fuer
eine Beobachtung. Daher nimmt diese Funktion hier einer
Klassifikationsentscheidung vor. */

Messreihe_einlesen ("/home/Marc/Arbeit/Software/Linien.dat", &u, &y);
Disk = fopen ("/home/Marc/Arbeit/Software/P1.dat", "w");

/* Naeherungswerte */

/* Als Gewichtsmatrizen werden zunaechst Einheitsmatrizen gewaehlt */
P1 = Einheitsmatrix (u.N_r);

P2 = P1;

/* Aufbauen der Koeffizientenmatrizen : */
M1 = Koeffizientenmatrix (1, u);
M2 = Koeffizientenmatrix (2, u);

/* Initiale Parameterschaetzungen in den Modellen 1 und 2 */
Schaetzung (M1, y, P1);

Schaetzung (M2, y, P2);

/* Bestimmung der Varianzen der Gewichtseinheit */

sigmal = sqrt (Omega (M1, y, P1, betal) / (y.N_r - 2));
sigma2 = sqrt (Omega (M2, y, P2, beta2) / (y.N_r - 3));

betal =
beta?2

j=0;

/* Iterationszaehler j wird auf 0 gesetzt */
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do

J++;

/*Um einen Vergleich der neuen Schaetzwerte mit den alten
Schaetzwerten zu ermoeglichen, muessen die alten
Schaetzwerte zwischengespeichert werden */

Hbetal = betal;

Hbeta2 = beta2;

/* E-Schritt: Aufbau der Gewichtsmatrizen P1 und P2 */
P1 =P (1, u, y, sigmal, betal, sigma2, beta2);
P2 =P (2, u, y, sigmal, betal, sigma2, beta2);

/* M-Schritt: Neuschaetzung der unbekannten Parameter mit
der neuen Gewichtsmatrix */

betal = Schaetzung (M1, y, P1);

beta2 = Schaetzung (M2, y, P2);

/* Neuschaetzungen der Varianzen der Gewichtseinheit */

sigmal = sqrt (Omega (M1, y, P1, betal) / (y.N_r - 2));

sigma2 = sqrt (Omega (M2, y, P2, beta2) / (y.N_r - 3));

/*Ausgabe von Zwischenergebnissen fuer Visualisierung */
fprintf (Disk, "%d ", j);
for (i = 0; i <= (y.N_r - 1); i++)
fprintf (Disk, "%8.61f ", P1.Elem[i][i]);
fprintf (Disk, "\n");
}

/* Abbruchbedingung: */
while (sqrt (pow (Euklidnorm (Differenz (betal, Hbetal)), 2)
+ pow (Euklidnorm (Differenz (beta2, Hbeta2)), 2))
>= Epsilon);

fclose (Disk); /* Schliessen des Ausgabestroms fuer Zwischenergebnisse */

/*Berechnung der Kovarianzmatrizen der finalen Schaetzungen betal
und beta2: */
Covl = cProdukt (pow (sigmal, 2),
Inverse (Produkt (Produkt (Transponierte (M1), P1), M1)));

Cov2 = cProdukt (pow (sigma2, 2),
Inverse (Produkt (Produkt (Transponierte (M2), P2), M2)));

/*Ausgabe der Ergebnisse */
Ergebnisdatei_schreiben (j, u, y, sigmal, betal, M1, P1,
sigma2, beta2, P2, M2, Covl, Cov2);

Plotdateien_schreiben (P1, P2, u, y, betal, beta2);
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A2 Datensatz Linien.dat

Den Berechnungen in Abschnitt 423 liegen folgende Daten zugrunde:
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1 15.18094175
2 13.87552839
3 6.03249538

4 7.420570315
5 9.613662336
6 9.235540291
7 8.584545608
8 6.776858258
9 9.945421688
10 6.064615363
11 5.280097939
12 11.16776634
13 5.261352972
14 12.91940046
15 5.29507723

16 5.420944694
17 5.233561958
18 14.2346887

19 15.34965322
20 6.49533126

21 14.58344748
22 6.999892587
23 8.564241033
24 9.705304727
25 16.70748849
26 18.0886264

27 17.76763562
28 14.17874028
29 14.07531348
30 16.8324473

31 17.40444817
32 20.03882833
33 21.76675137
34 23.21420071
35 25.69938612
36 23.9982072

37 29.06170133
38 31.45851914
39 34.19962462

o
o

36.9238597



