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Ein Verfahren zur Schitzung von Varianz- und
Kovarianzkomponenten

Von Dr.-Ing. W. FORSTNER, Stuttgart

1. Einfithrung

In jiingster Zeit hat man sich im Bereich der Ausgleichsrechnung intensiv mit der Bestimmung der
Gewichte von Beobachtungen befaBt. Die Wahl der Gewichte beeinflufit in starkem Ma8 die Beurtei-
lung des Erlebnisses von Ausgleichungen mit Hilfe statistischer Tests. Um moglichst viele Fehlerein-
fliisse erfassen zu kdnnen, wird die Genauigkeit der Beobachtungen bei all diesen Verfahren aus den
Beobachtungsverbesserungen nach der Ausgleichung abgeleitet. Sie sind so gegeniiber einfacheren
Verfahren (Schitzung aus MeBreihen) aussagekriftiger, dafiir aber aufwendiger. Obwohl schon HEL-
MERT (1924) Methoden angegeben hat, wie man die fiir die Ausgleichung notwendigen Annahmen
iiber die Genauigkeit der Beobachtungen priifen und verbessern kann, sind die Verfahren erst mit
den erweiterten Moglichkeiten der Rechentechnik fiir die Praxis anwendbar geworden.

Withrend HELMERT sein Verfahren heuristisch begriindet, sind die jiingeren nach statistischen Kri-
terien konstruiert. Wohl als erster griff Kusik (1967) das Problem im Bereich der Geodisie auf und
leitete einen Schitzer fiir Varianzen einzelner Beobachtungsgruppen mit Hilfe der Methode der ma-
ximalen MutmaBlichkeit ab und erhielt ein Iterationsverfahren, das, im Gegensatz z\ den meisten an-
deren, eine Konvergenzgeschwindigkeit zweiter Ordnung aufweist. Die Schitzer, die GRAFAREND
und p’HoNE (1978) und KocH (1978) angeben, erhilt man durch Minimieren der Varianz der qua-
dratischen Form v’ X~ 'v. Sie bauen u. a. auf den Arbeiten von KLEFFE, Pincus (1974, 1975) und
Rao (1971) auf. KELM zeigte (1978), daB sich das Verfahren von HELMERT hier unmittelbar einord-
nen laBt.

Begrifflich werden dabei nicht die mittleren Fehler oder Gewichte von Beobachtungsgruppen ge-
schitzt. Vielmehr denkt man sich die Varianz-Kovarianzmatrix £= Qo3 der Beobachtungen in addi-
tive Komponenten X; = Q;0; zerlegt', die bis auf einen zu schitzenden Faktor o; von der Struktur her
bekannt seien. Die Vorstellung entspricht ganz der bei der Ausgleichung nach vermittelnden Beob-
achtungen, wenn man statt der Darstellung E(I) = Ax nun E()= > a;x; wihlt, d. h. man sich die Be-

obachtungswerte (bzw. deren Erwartungswerte) aus Komponenten ax; zusammengesctzt denkt, die
bis auf den jeweils unbekannten Faktor x; der Struktur her bekannt seien.

! Die Faktoren o bezeichnen gemeinsam die Varianzfaktoren o als auch die Kovarianzfaktoren ooy. Der Ubersichtlichkeit hal-
ber wurde auf das Quadrat 2 und den Index 0 verzichtet.
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Mit dieser begrifflichen Erweiterung, die auch HELMERT fiir die Schitzung aus wahren Fehlern
nutzte, ist man {iber die Schitzung der Gewichte von Beobachtungsgruppen hinaus in der Lage, Para-
meter von Fehlerfunktionen zu schitzen, etwa den konstanten und linearen Anteil bei einem strecken-
abhingigen Streckenfehler (vgl. KocH (1978)), aber auch Anteile der Kovarianzmatrix, die durch
systematische Fehler hervorgerufen werden. Mit den Verfahren der Varianzkomponentenschitzung
lassen sich so auch Kovarianzmatrizen, die nicht Diagonalgestalt haben, und damit Kovarianzen
schitzen.

Eine Ausdehnung der Methode auf die Schitzung von Varianz- und Kovarianzkomponenten
(GRAFAREND, SCHAFFRIN (1979)) scheint von daher nicht notwendig, bietet aber u. U. rechnentech-
nische Vorteile. Statt der Kovarianzmatrix £ wird dazu ihre Inverse £~ '=Po5? in Komponenten
(Z-";=P;o;" zerlegt' und vereinfacht die Berechnung der quadratischen Formen v'(Z7");v.

Die Theorie, die diesen Verfahren zugrunde liegt. ist. soweit es die Punktschitzung angeht, vorhan-
den. Die Analogie der Modelle erlaubt es, die theoretischen Ergebnisse der Parameterschitzung in li-
nearen Modellen auf die Varianzkomponentenschétzung zu iibertragen (vgl. PUKELSHEIM (1977)).
Man erhilt so die Varianzen der Schiitzwerte, so daB eine Beurteilung der Schitzung méglich ist. Die
Theorie macht aber nur Aussagen iiber das Ergebnis der 1. Iteration. Dies ist fiir die Beurteilung
von Schitzern, die aus einem IterationsprozeB entstehen, unschidlich, da sich die meisten statisti-
schen Eigenschaften auf den Konvergenzpunkt iibertragen. Fiir den Vergleich verschiedener Schitz-
verfahren reicht dies aber nicht aus. So lassen sich z. B. keine Aussagen iiber die numerischen Eigen-
schaften machen, wie Konvergenzgeschwindigkeit oder Konvergenzradius, auch wenn die Verfahren
zum selben Punkt konvergieren. Insofern konnen statistische Optimalititseigenschaften, wie etwa mi-
nimale Varianz des Schiitzers, eine untergeordnete Rolle spielen. Dann riicken aber suboptimale Ver-
fahren ins Blickfeld, wenn sie andere Vorteile — z. B. numerische - bieten. Dazu gehoren die Verfah-
ren von EBNER (1972) und FORSTNER (1979a), die bei unkorrelierten Beobachtungen nur einen
Bruchteil an Programmier- und Rechenaufwand benétigen.

Diese Arbeit soll nun zeigen, daf3 sich die Verfahren aus ciner Grundformel nach demselben Prin-
zip entwickeln lassen und man damit das vorn Verfasser angegebene Verfahren auf die Schitzung von
Varianz- und Kovarianzkomponenten erweitern und an die bestehende Theorie anbinden kann.

2, Das Modell
Gegeben sei das lineare Modell

E(y)= i 2 X =AxX (1a)

bzw.
y=Ax+e (1b)

in Form von Standardproblem II (nach TIENSTRA). y sei der Vektor der n Beobachtungen, A die De-
sign- oder Fehlergleichungsmatrix mit den u Spaltenvektoren a, und x = (x;)’ der Vektor der u unbe-
kannten Konstanten. Der Rang der Matrix A sei rg(A)=q=u. Das Modell Gl. (1a) paBt i. allg. nicht
zu den tatsichlichen Beobachtungswerten y, der Vektor £ enthalte die Modellfehler.

Analog zum Funktionalmodell Gl. (1), das die Annahmen iiber den Erwartungswert E(y) der Beob-
achtungen, also deren 1. Momente, beschreibt, sei das stochastische Modell formuliert:

Z=D()= > %= 3 Qo=Qd. (2a)

=1 i=1
Es enthiilt die Annahmen iiber die Dispersion D(y) oder das zentrale 2. Moment der Beobachtungen.
Die p Komponenten X, = Q; o; seien bis auf die unbekannten Faktoren o; bekannt. Die n x n Matrizen
Q; legen die Struktur der Matrix X fest.

Beispielsweise wiirde man bei der Schitzung der Komponenten a® und b?s? der streckenabhingigen Varianz
o} =a®+b?s? von Strecken s; zwei Diagonalmatrizen €, wahlen: Q, enthilt als Elemente a” auf der Hauptdiagona-
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len (Q, =aI, I Einheitsmatrix), Q, enthilt als Elemente fiir jede Strecke das Produkt b?s? auf der Hauptdiagona-
len (Q,=diag(b”s})). Dabei stellen a* und b> Naherungswerte dar. Die Schitzungen &, und &, geben an, um wel-
che Faktoren man a? bzw. b? dndern sollte, um bessere Niherungen zu erhalten.

Je nach der Struktur der Matrizen Q; spricht man von Varianz- bzw. von Varianz- und Kovarianz-
komponenten. Wenn alle Q; symmetrische positiv semidefinite Matrizen sind, sich also als Produkt
U; Uj darstellen lassen, handelt es sich um Varianzkomponenten, im anderen Fall um Varianz- und
Kovarianzkompoenenten (vgl. GRAFAREND, SCHAFFRIN (1979), KocH (1979)). Wie man im allge-
meinen Fall die Matrizen Q; wihlen kann, soll hier nicht diskutiert werden.

Um Varianz- und Kovarianzkomponenten auf einfache Weise schiitzen zu kénnen, sehen wir statt
der Aufteilung der Kovarianzmatrix £ nach Gl. (2a) auch die Aufteilung ihrer Inversen vor:

= 3 (E )= 3 Poj '=Pog (2b)
i=1 i=1

Die Matrizen P; seien vorgegeben, die Faktoren o; unbekannt.

Wegen E(e) =0 sind die Dispersionsmatrizen von ¢ und y identisch, so daB man prinzipiell Beob-
achtungs- und Modellfehler nicht trennen kann. Man kann daher nur dann aus den geschitzten Mo-
dellfehlern £ = —v, den iiblichen Verbesserungen, auf die Genauigkeit der Beobachtungen schlieBen,
wenn man die Voraussetzung E(e) =0 als hinreichend gut erfiillt ansieht.

3. Schitzung der Unbekannten x und des Varianzfaktors o

In bekannter Weise erhilt man eine Schitzung % fiir x, wenn die Kovarianzmatrix X bekannt ist,
aus x=(A’Z~'A)~A’E~'y. Die Schitzung £ ist nur dann erwartungstreu, wenn die Matrix A vollen
Rang hat (q=u). Dann geht die verallgemeinerte Inverse ()~ in die normale Inverse () iiber.

Wir erhalten aber immer (d. h. auch bei Rangdefekt von A) eine erwartungstreue Schitzung £ fiir
die Modellfehler €, aus der wir die Genauigkeit unserer Beobachtungen bestimmen wollen. Die
Schitzung & ist mit den Beobachtungen y und den wahren Modellfehlern ¢ auf einfache Weise ver-
kniipft:

e=Dy=Dse (3a)
mit der idempotenten Matrix
D=I,—AA'E"'A)"A'E2"'=Q,,P (3b)

(Q.. sei die Gewichtskoeffizientenmatrix der Verbesserungen v= —£). Die folgende elementare Ab-
leitung fiir die bekannte erwartungstreue Schitzung des Varianzfaktors o3 liegt auch der Schitzung
von Varianz- und Kovarianzkomponenten zugrunde, weshalb wir sie ausfiihrlich darstellen.

Dazu bildet man den Erwartungswert der quadratischen Form £2y=¢' 3~ !¢, Mit der Matrix D aus
G1l. (3b) oder der symmetrischen Matrix

W=D'XZ '=X"'D (0)
(vel. KocH (1978)) ist
Q=2 '¢=yD'L'Dy=y WEWy. C))

Da die Spur eines Produkts zweier Matrizen gegen Vertauschung der Matrizen invariant ist, erhalten
wir mit Gl. (3a) fiir den Erwartungswert von {2,

E(#'Z~'8)=E(sp(y D'E ' Dy)) =sp(D’' 2~ ' DE(£)) =sp(D’ X' DX) _ (5a)
bzw. '

E@# X '8)=E(sp(y WEWY)) =sp(WEWE(ee’)) =sp(WEIWZI). (5b)
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Mit £=Qof bzw. E~'=P o, * wird daraus
E@#X'¢) =o5sp(D'E~'DQ) =03sp(WIWQ) (6a)
bzw.

oo "E(8'PE) =sp(D’E " 'DX) =sp(WIWZI). {6b)

Wenn man nun als Niherung o, =1 wiihlt, so erhilt man fiir die Spuren aller Matrizenprodukte in
Gl (6) die Redundanz r=n-rg(A)=n—q. Geht man schlieBlich vom Erwartungswert auf den
Schitzwert iiber, so fithren Gln. (6a) und (6b) in gleicher Weise auf die bekannte erwartungstreue
Schitzung

o= PE | %)

Um diese Schitzung zu erhalten, haben wir also in Gl. (5) eine der Matrizen X bzw. %~ ' durch die in
unserem Modell Gl (2) getroffene Annahme Qo? bzw. Po g * ersetzt, nach o aufgeldst und sind
vom theoretischen Wert E(f)) auf den aktuellen Wert ¢'Z~'&¢=v'Pv iibergegangen.

4. Schitzung von Varianz- und Kovarianzkomponenten

Die Schitzung von Varianzfaktoren o; fiir einzelne Komponenten geschieht véllig analog. Dazu
betrachten wir den Anteil &; oder w;, den jede Komponente P;o;” ' oder Q, o; zur gewogenen Qua-
dratsumme () der Residuen beitriigt. Wir nutzen Gl. (4) auf zwei Weisen:

Qo= 3 o=y’ D’ (Z x- ')J) Dy= >y D'(Z~")Dy (82)
oder
aozzwfq'w(zzj) Wy =>yWIWy (8b)

Der Erwartungswert der Anteile @, bzw. «; 1dBt sich leicht angeben (vgl. Gl. (6)):

E(&)=E(y'D'(Z~ ') Dy)=sp(D'(E~ ") DE); j=1, ., p (9a)
oder

E(w)=E(yWIEWy) =sp(WEL,WI) j=1,..,p. (9b)

Wir haben nun wieder zwei Moglichkeiten weiter zu verfahren: Entweder wir beriicksichtigen die
Struktur der Dispersionsmatrix X bzw. ihrer Inversen £ ' ein zweites Mal im rechten Teil der G1. (9a,
b); damit wird zum Ausdruck gebracht, daf3 der Anteil w; der j-ten Komponente auch von den iibri-
gen iiber die Korrelation unter den Residuen beeinflut wird. Oder wir vernachlassigen diesen Ein-
flul mit der Begriindung, daB er in der Nihe des Konvergenzpunktes klein ist.

a) Im ersten Fall folgt aus Gl. (9) nach Ubergang auf die Schitzwerte &,

p
u-)j= z SP(D‘(E_|)JDQI()UA'I<;J=1, s P (103)
k=1
oder
P
wj = kz SP(WZJka)&k: J=1, ceey P (lob)
=1

Beides sind Gleichungssysteme fiir die Varianz- und Kovarianzfaktoren 6, . Wenn wir von guten Ni-

herungen fiir diese Faktoren ausgehen, d. h. o{” =1 wihlen, kénnen wir die (- "); durch P; bzw. die
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Z; durch Q; ersetzen. Dann sind die Spuren der Matrizenprodukte bekannt. Wir konnen sie zu Matri-
zen ‘

T=(ty) = (sp(D'P;DQy)) bzw. S=(sp)= (sp(WQWQ.))
zusammenfassen. Gln. (10) vereinfachen sich dann zunichst zu &;= 3t & bzw. wj= 3 sy ¢, Mit
k k

den Vektoren @={d;) bzw. w=(w;) der aktuellen Anteile der Komponenten an (2; und dem Vektor
&=(d,) der unbekannten Faktoren ergeben sich schlieBlich die folgenden Gleichungssysteme fiir &

Toé=a bzw. Sé=w. © (11a, b)

Das Gleichungssystem Gl (11b) stimmt mit dem von HELMERT iiberein. Es fiihrt auf Schitzungen
mit minimaler Varianz (KocH (1978)). Das Gleichungssystem Gl (11a) geben GRAFAREND und
SCHAFFRIN (1979) fir die Schitzung von Varianz- und Kovarianzkomponenten an. .

b) Die zweite Moglichkeit, zu Schiitzungen fiir die Varianz- und Kovarianzfaktoren zu kommen,
besteht darin, in GL (9) E; bzw. (£~'); durch Q, 0; bzw. P; o' zu ersetzen und nach o; aufzulssen.
Wir erhalten unmittelbar

o 'E(y'D'P;Dy)=5p(D'(Z~ ') DE); j=1, ..., p (12a)
und mit WEW=W _
EyWEWY)  =gsp(WQ);  j=1,..,p. (12b)

Die Varianzfaktoren o; sind getrennt schiitzbar, denn die zugehérigen Gleichungssysteme haben
Diagonalgestalt. Mit T=diag(t;))=diag(sp(D'P;DZ)) =diag (sp(Q..P;)) bzw. S=diag(s;)=diag
(sp(WQ))) =diag(sp(Q..PQ;P)) nehmen die zu GL (11) analogen Gleichungssysteme die Gestalt

Té6=a bzw. S6=w (13)
an. Thre Lésung 148t sich unmittelbar angeben:

é’Pjé V’Pj\'

& = S ; i=1, ..., (14a)
T pMED'P) ~ sp(Q..P) P
und
’ P ’ .
P PQ;Pv vPQ, Py i1, . (14b)

"7 Sp(WQ) sp(Q.PQP)’

GL. (14a) enthilt als Spezialfille die vom Verfasser (1979a) angegebenen Schitzer fiir Varianz- und
Kovarianzfaktoren. Die dort dargestellte Herleitung 148t sich nun auch auf die Schitzung von sich
»ilberlappenden” Varianzkomponenten iibertragen (Gl 14b). Damit sind alle vier angegebenen
Schitzer Gln. (11) bzw. (13) unter gleich allgemeinen Bedingungen anwendbar. Gln. (11) bzw. (13)
fihren bei Konvergenz auch zum selben Ergebnis (FORSTNER (1979¢)). Die Optimaleigenschaften
der Schitzer von Gl. (11) iibertragen sich so auf den Konverzengpunkt der Schitzer Gl. (13). Auch
wenn bei diesen keine unmittelbaren Angaben iiber die Genauigkeit der Schitzung méglich ist, so
gibt doch der Anteil sp(Q,, P;) bzw. sp(Q,, PQ; P) der einzelnen Komponenten an der Gesamtredun-
danz r einen Hinweis zur Beurteilung,

c) Betrachten wir noch den Spezialfall, wenn man die Varianzfaktoren aus wahren Fehlern
schitzt. Dann muf man in Gln. (10), (12) bzw. (14) v durch & und D durch die Einheitsmatrix I erset-
zen. Dies fiihrt im Falle von Varianzkomponenten auf die von HELMERT (1924) angegebenen For-
meln fir die Varianzfaktoren. Diese kann man z. B. bei der Schitzung eines neigungsabhingigen Ho-
henfehlers nach KoPpe verwenden. Dazu ist keine Klassencinteilung notwendig (vgl. AMENT
(1978)). Die Schiitzung von Kovarianzmatrizen fiir photogrammetrische Modell- bzw. Bildkoordina-
ten, wie sie STARK (1973) und SCHILCHER (1979) durchfiihrten, verwenden ebenfalls Gl. (14a) fiir
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den Fall wahrer Fehler. Die Niherung der € durch & = —v ist in beiden Fillen wegen der hohen Re-
dundanz berechtigt. Denn Gl. (14a) stimmt fiir den Fall gleicher Korrelation unter den Beobachtun-
gen zweier Gruppen mit der bekannten Gleichung zur Berechnung der Kovarianz iiberein.

5. Anwendungsbeispiel
Fiir die Schitzung des konstanten und linearen Anteils bei ciner Streckenvarianz o=a’+b%s? (s
0.) fiihren Gln. (14b) auf folgende Schitzer

2 vilal S visi/ol

%= Srnio’ e = zris?/o%

(15a, b)

(hierin bedeuten r; = D;; = 1 — p,, q;, die Redundanzanteile der Strecken s;). Ahnlich wie bei der Schit-
zung der Varianzen von Beobachtungsgruppen werden hier £, und r in gleicher Weise aufgespalten,
denn es gilt:

Q=Y vi/ot= T via*/al+ 2 vib*si/of= (). + (o), (16a)
S = S na¥ai+ > nblsi/ol = (Z r.—) + (Z r;) , (16b)
i i i i b

i a

r

also:

. L) ()

R T

Mit Gln. (15) wurde in einem Trilaterationsnetz 2. Ordnung der Streckenfehler elektromagnetischer
Strecken geschitzt. Die dafiir notwendige Anderung im Programm TRINA (FORSTNER, 1979b) be-
lief sich auf ca. 30 Befehle. Die Rechenzeit fiir die Ausgleichung und die Analyse des Netzes mit 112
Punkten betrug ca. 12 sec. pro Iteration auf einer IBM 370/158. Bei dieser geringen Rechenzeit pro
Iteration kann man die langsame Konvergenz von 14 Iterationen pro Dezimale in Kauf nehmen. Der
groe Konvergenzradius des Verfahrens war auch hier festzustellen. Die geschitzte Varianz der
Strecken ergab sich zu

62 =(2.6 cm)*+ (2.1 mm/km-s)?

Der Anteil Er;=73.5 der Strecken an der Gesamtredundanz verteilte sich zu etwa gleichen Teilen auf

die Bestimmung der Varianzfaktoren (Z ri) =362, (Z ri) =37.3). Die Anteile sollten zwar fir
i - : b ..

eine zuverlissige Bestimmung hoher liegen (> 50), begriinden aber doch die recht gute Ubereinstim-

mung der Schitzwerte mit den Erfahrungen der Praxis.

6. SchluBbemerkungen

Das Ziel dieser Arbeit war, die Gemeinsamkeiten der in jiingerer Zeit bekannt gewordenen Verfah-
ren zur Schitzung von Varianz- und Kovarianzkomponenten zu zeigen. In allen Fillen liegt das glei-
che erweiterte stochastische Modell zugrunde. Die Schitzung der unbekannten Parameter der Vari-
anz-Kovarianzmatrix fithrt auf Gleichungssysteme, deren Struktur vom Losungsweg abhingen. Alle
Verfahren fiihren bei Konvergenz zur selben Losung. Es handelt sich (Konvergenz vorausgesetzt) um
einen globalen besten invarianten quadratischen nverzerrten Schitzer (globaler BIQUE):
— global, da er unabhiingig von Niherungswerten fiir die unbekannten Varianzfaktoren ist;
— bester, da er minimale Varianz aufweist?;

2 Streng genommen entfillt diese Eigenschaft, da sich der Vergleich der Varianzen verschiedener Schitzer auf das Ergebnis der 1.

Iteration bei vorgegebenen Niherungswerten, d. h. auf lokale Schiitzer bezieht.
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- invariant, da er von N'a;hcmngSwenen fiir die Parameter x unabhingig ist;
— quadratisch, da er sich aus einer quadratischen Form der Beobachturigen y ableitet;
- unverzerrt, da er nach Konstruktion erwartungstreu ist.

Fiir die Anwendung der Schitzer ist folgendes zu bemerken:

~  Mit dem Verfahren von KocH fiir die Schitzung von Varianzkomponenten erhilt man auch die
Varianzen der Schitzwerte zur Beurteilung. Ob dies auch fiir das Verfahren von GRAFAREND/
SCHAFFRIN fiir die Schitzung von Varianz- und Kovarianzkomponenten zutrifft, ist offen. Uber
die Verteilung der Schitzwerte ist allerdings bisher noch nichts bekannt, so dali Hypothesentests
fiir die Schiitzwerte fehlen. Ebenso unbekannt ist der EinfluB der Varianzkomponentenschétzung
auf die Hypothesentests der Parameter x.

- Das Verfahren von GRAFAREND/SCHAFFRIN weist bei spezieller Struktur der Varianz-Kovari-
anzmatrix giinstige numerische Eigenschaften auf (vgl. FORSTNER (1979¢)).

— Das Verfahren des Verfassers benitigt bei unkorrelierten Beobachtungen den geringsten numeri-
schen Aufwand.

Die Verfahren werden in Zukunft sicher einen breiten Anwendungsbereich finden, nicht nur bei
der Bestimmung der Genauigkeitsstruktur geoditischer oder photogrammetrischer Beobachtungen
oder bei der Analyse von Grundstiickswerten (vgl. HILDEBRANDT (1978)). Auch zur Schitzung der
Parameter von Kovarianzfunktionen bei der linearen Pridiktionsfilterung (Schwerewerte, Lotabwei-
chungen, Gelindehdhen usw.) kann man die Varianzkomponentenschitzung verwenden, die keine
vorherige Klasseneinteilung der Beobachtungen erfordert. Die Nichtlinearitit der Modelle fiir inho-
mogene und/oder anisotrope Kovarianz- bzw. Gewichtsfunktionen (vgl. RUMMEL/SCHWARZ (1977),
MORRISON (1977)) steht dem nicht im Weg (AMENT (1978), vgl. auch BAHR (1979))
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