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Das Programm TRINA zur Ausgleichung und Giitebeurteilung
geodiitischer Lagenetze

Von W. FORSTNER, Stuttgart

Summary: The article describes a new computerprogram (TRINA) for the trigonometric net adjust-
ment. The program (FORTRAN IV) was written by the author at the Landesvermessungsamt Nord-
rhein-Westfalen, It serves for estimating the reliability of horizontal geodetic nets based on the theory
of BaarDA. The program includes a statistical test (‘“data-snooping”) for the detection of gross errors
in observations as well as in given coordinates. It also offers a possibility of estimating the weights
of the observations {a posteriori variance estimation). An example illustrates how the program finds
out the weak parts of the nets and saves the comparison of the results with the net diagram.

1. Einleitung

In den letzten Jahren sind eine Reihe von Rechenprogrammen zur Ausgleichung trigono-
metrischer Lagenetze entstanden. Sie erméglichen die flichenhafte Berechnung der Netze
in den niederen Ordnungen und die véllige Ausnutzung der Beobachtungsgenauigkeit. Die
rasche Entwicklung der Grofirechner fithrte dazu, daB heute Netze mit mehreren tausend
Punkten in einem GuB ausgeglichen werden kénnen.

Mit den unbestreitbaren Vorteilen, etwa einer groBziigigen Neutriangulierung, stellten
sich aber auch Schwierigkeiten ein: die Bereinigung der groBen Datenmengen von groben
Fehlern und die Uberpriifung der Giite der Ergebnisse. Beide Problemkreise sind eng mit-
einander verkniipft. Grobe Fehler werden durch die Ausgleichung ,,verdriickt*, so daB ihre
Lokalisierung langwierig wird und unerkannte grobe Fehler — vor allem in schwach iiber-
bestimmten Netzteilen — die Koordinaten verfilschen kénnen. Genauigkeitsangaben, wie
mittlere Fehler oder Punktfehler, sagen dann nichts mehr iiber die Qualitit des Ergebnisses
aus; sie sind sogar hdchst irrefithrend.

Gerade die Uberpriifung der Netze im Hinblick auf die Kontrollierbarkeit der Beobach-
tungen ist durch die black box-Eigenschaften der Programme erschwert. Die Berechnung
der Koordinaten durch Ausgleichung aller bestimmenden Elemente bildet einen Aspekt auf
dem Weg zu einem ,,guten’‘ Netz. Die zweite Aufgabe, nimlich die Uberpriifung der Giite
der Beobachtungen und der Netzgeometrie durch das Programm, steht in weiten Bereichen
zwar praktisch noch aus; die theoretischen Hilfsmittel stehen jedoch mit der von Basrpa
(1967, 1968, 1973, 1976, 1977) entwickelten Theorie inzwischen zur Verfiigung.

Giite (accuracy) im Sinne BaarDAs umfaBt Genauigkeit (precision) und Zuverlissigkeit
(reliability), die sich wiederum in innere und duBere Zuverlissigkeit aufgliedert.

Eine gute innere Zuverlissigkeit ist erreicht, wenn alle Beobachtungen durch die Aus-
gleichung gleich gut kontrolliert werden, d.h. die — immer vorhandene — Redundanz
sich gleichméBig auf alle Beobachtungen verteilt: Eine gute duBlere Zuverlassigkeit ist
erreicht, wenn unerkannte grobe Fehler das Ergebnis kaum beeinflussen. Die duBere Zu-
verlassigkeit hingt ebenso wie die Genauigkeit (beschrieben durch die Kovarianzmatrix
der Koordinaten) vom Koordinatensystem ab, so da8 man Genauigkeit und Zuverlissigkeit
nicht getrennt betrachten kann. Moderne Programme zur Ausgleichung trigonometrischer
Netze sollten daher objektive MaBe zur Beurteilung der Giite des Ergebnisses zur Verfiigung
stellen. '

Das Programm TRINA zur frigonometrischen Netzausgleichung hat sich dies zum Ziel
gesetzt. Es wurde vom Verfasser am Landesvermessungsamt Nordrhein-Westfalen ent-
wickelt und in FORTRAN IV programmiert. Das Programm ist modular aufgebaut und
bendtigt ohne Datenfelder ca. 110 Kb, bei Verwendung von Overlaytechnik ca. 54 Kb
Kernspeicher. So lassen sich auf einem Mini-Computer (z. B. PDP 11/45, 64 Kb) ca. 33 Neu-
punkte, auf einem GroBrechner mit virtuellem Speicher ca. 300 Neupunkte ausgleichen.
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Der Schwerpunkt des Programms liegt nicht auf der Analyse der Genauigkeit (wie sie
Baarpa 1973 vorschligt), sondern der Zuverlissigkeit der Netzkonfiguration, einschlieB-
lich Hinweisen zur Datenbereinigung. Denn, wie die Untersuchung praktischer Netze zeigt,
ist hohe Zuverlissigkeit schwerer zu erreichen als hohe Genauigkeit (vgl. REICHENEDER

1941, AvcarH 1976, DENEEAMP 1977). -

- Die folgende Darstellung des Programms beschrankt sich auf den theoretischen Hinter-
grund, der an einem Beispiel veranschaulicht wird. Details, wie etwa die Ausgleichung
freier Netze, die Ausgleichung ohne Beobachtungen, die Bestimmung der Gewichte usw.
kann man der Benutzeranleitung (F6RSTNER 1977) entnehmen. Eine ausfiihrlichere Dar-
legung der Formeln findet man in FORSTNER (1979), wo auch zwei weitere Beispiele auf-
gefiihrt sind. ' '

2. Der Ausgleichungsansatz '

Die Ausgleichung erfolgt nach vermittelnden Beobachtungen. Als Beobachtungen sind
zugelassen Co

— Strecken: Fiir alle Strecken kann, falls erwiinscht, eine gemeinsame MaBstabsverbes-
serung bestimmt werden. )

— Richtungen: Die Richtungen werden satzweise eingelesen. Dabei kann man mehrere
Richtungssitze, die auf demselben Standpunkt gemessen wurden, bearbeiten.

— Koordinaten: In den bisher bekannten Netzausgleichungsprogrammen sieht man die
Koordinaten der AnschluBpunkte als fehlerfrei an. Fiir die Fehlersuche und auch fiir
die Beurteilung der Netze ist dies ungiinstig. Das Programm TRINA kann daher die
Koordinaten von AnschluBpunkten als Beobachtungen behandeln (sog. bewegliche An-
schluBpunkte). Sie erhalten so Verbesserungen wie Strecken und Richtungen auch
(vgl. ACKERMANN 1973, Baarpa 1973) und werden ebenfalls in den statistischen Test
einbezogen.

Auf dieselbe Weise behandelt das Programm alle Neupunkte; sie erhalten jedoch ein sehr kleines
Gewicht, dem ein mittlerer Koordinatenfehler von ca. 5 m entspricht, so daB sie das Ergebnis nicht
stérend beeinflussen. Der Grund hierfiir: Auch wenn einzelne Punkte durch Beobachtungen nicht oder
nur unzureichend bestimmt sind, wie etwa bei sog. ,,fliegenden* Richtungen, wird das Normalgleichungs-
system mnicht singulir — ein Beispiel fiir die Konditionsverbesserung der Normalgleichungen durch
additive Modifikation (vgl. WroBEL 1974).

Die linearisierten Fehlergleichungen fiir Strecken, Richtungen und Koordinaten (Indices
8, R, P) .

Is - vg = Bgsts 4 Csk — aps, Ps,
Iz + vgr = Brtg + Crk — aor, Pr, - (la)
Ip+vp= Ik — aop, Pp
bzw. individuell
I+ v =ajx —ap; = bit - c;k — aot, Py (1b)
lassen sich zu _ )
l=l4+v=Ax—ay=Bt+ Ck—ay, P =dag(p) (le)
zusam_menfassen.
Hierin enthalten
I =) = (s, Iz, lp) die Beobachtungen (Anzahl =);
v = (P‘) = (v§, vR, vP) die zugehérigen Verbesserungen;
I =) =ds, ig, Ipy die ausgeglichenen Beobachtungen; )
x = (t', k') = (&g, tr, kp)’ die unbekannten Parameter (Anzahl u), Transformationsparameter

(MaBstab, Orientierungsunbekannte, Anzahl u;), Koordinaten (An-
zahl ug), w = ug + ux; _ '
A = (aj) = (bj, ¢i) = (B, C) die Fehlergleichungskoeffizienten mit den Anteilen B und C;
0 Bgs . Anteile von A fir den Mafistab 5 und die Orientierungsunbekann-
B= = (bi)
Br 0 ten tg;
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C = (¢j) = (Cg, Cg, Ip) Anteile von A fir die Koordinaten (Ip = Einheitsmatrix vom
Rang uy); -

P = diag(p:) = diag(Ps, Pg, Pp) die Gewichte der Beobachtungen und

ap= (201) . Konstanten (im folgenden vernachlissigt).

Um Speicherplatz zu sparén, wird nicht das volle Normalg]eichungssy.,teﬂl
N (N Nm) t)_(hg) __(B’PB B’ PC z) __(B'PI\_
* ‘“(Nk, N/ \E) ~\ni) = \C' PB C‘PC) K \CPl~
=A'PA— A Pl=0, (2)
sondern das auf die Koordinaten reduzierte System
Nk —h= (Ngx — Neg N} Ng) k — (b — Nie N hy) = 0 (3)
mit Hilfe der Schreibersehen Summengleichungen
Nigk =h;, Gewichtsmatrix — Nz} (4)

aufgestellt. Fiir eine iibersichtliche Darstellung gehen wir zu den auf die Koordinaten
reduzierten Fehlergleichungen C iiber:

C=C—BN;} Ny, ©i=ci— NpeN;lbg. (5)
Das Normalgleichungssystem lautet jetzt
Nk—h=CPCk—CPI=0 (6)
in voélliger Analogie zu (2).

Zur Losung der auf die Koordinaten reduzierten Normalgleichungen (6) verwenden wir
die von ERLERT (1971, 1977) angegebenen Algorithmen. Sie setzen voraus, daBl das untere
Dreieck des Normalgleichungssystems im Kernspeicher zur Verfiigung steht, und liefern
gleichzeitig mit der Losung _ '

k= N-1h (7)
die Gewichtskoeffizientenmatrix .
Qi = N1 (8)

der Koordinaten. Um Rechenzeit zu sparen, wurde der zweite Algorithmus (1977) so

modifiziert, daB nur die wirklich benétigten Elemente der Inversen berechnet werden *).
Fiir die statistische Analyse des Netzes mufl man die Gewichtskoeffizienten @,y der

Verbesserungen »; kennen. Sie lassen sich mit Qy = P-1 aus :

Qoive = Quiy — @i Qzza; = Qui, — b N} by — ¢ Quz ©1 {9)

berechnen. Bei den Richtungen verwenden wir den rechten Teil von (9). (9) vereinfacht
sich mit Nj! = 1/[pi] zu

Qoo = 1/ps — 1/[pi] — € Qur €1, (10)

wobei sich die Summe auf alle Richtungen des betreffenden Riehfuﬁgssa.tzes bezieht.

3. GenaunigkeitsmabBe

Zur Beurteilung der Genauigkeit der Beobachtungen und der Neupunktskoordinaten
zieht man deren mittlere Fehler heran. Sie sind abhingig vom mittleren Fehler der Ge-
wichtseinheit oo (im Programm = 1) und von den jeweiligen Gewichtskoeffizienten. Da
die Schitzung &g nur ein globales MaB fiir die Genauigkeit der Messung ist, berechnen wir
die mittleren Fehler auch fiir Gruppen von Beobachtungen.

*) Tatsichlich enthilt das Normalgleichungssystem im Programm auch die MaBstabsunbekannte fir
_ die Strecken, damit die reduzierte Matrix IV diinn besetzt bleibt. Die Rechenzeit betrigt ca. 100 s pro
" Tteration (Lésung und Inversion) fiir 350 Neupunkte auf einer IBM 370/158.
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" Die Schiatzung des mittleren Fehlers der Gewichtseinheit lautet bekanntlich bei un-
korrelierten Beobachtungen:
Go = 1/ @f’—] . - (11)

Da im Programm g¢g = 1 ist, kann man die Schitzung 5o gegen die Hypothese o = 1
testen. . ) i

Die Redundanz r bestimmen wir einmal aus der Zahl n—u der iiberschiissigen Mes-
sungen, zum andern — als Kontrolle — aus der Beziehung von Hayford und Wright
(WoLr 1968, S. 68) 3
r=spur(Qu Pu). . (12)

Fiir jede Beobachtung ist das Produkt
11 = (Qvo Pu)u = Quo.pi (13)

der Anteil, den die Beobachtung I; zur Gesamtredundanz # beitrigt (FORSTNER 1979).
Falls einzelne Unbekannte (Koordinaten oder der MaBstab) nicht bestimmt sind, weicht
n—u von [r;] ab. Das Programm druckt dann die Differenz

Ar = [ry] — (n —u) (14)
aus. Sie gibt die Zahl nicht bestimmbarer Unbekannten an (etwa in schwimmenden Netz-
teilen). )

Bei der Bestimmung von 30 verwenden wir daher [r;], und so gilt
~ [ [vs 01 1] )
op =— —_— e -, 15
o= |7 o

Wenn man die Beobachtungen in Gruppen einteilt, erhilt man fiir jede Gruppe j eine
individuelle Schitzung fiir og,; (vgl. FORSTNER 1979):

~ /[ v pasls '
GM*] [regds ' o)

Als Gruppen kommen in unserem Zusamme;xhang drei Fille in Frage.

a) Eine Aufteilung nach der Art der Beobachtung (Strecke, Richtung, AnschluBkoordinate) fithrt zu
einer Kontrolle des Gewichtsansatzes: Sind die &9, s, 6o, g und ggf. &o, p nicht gleich, so muB man
das Gewichtsverhiltnis unter den Beobachtungen iiberpriifen, vorausgesetzt, in jeder Gruppe sind
geniigend Beobachtungen vorhanden. Man kann ggf. das Gewichtsverhiltnis von Strecken, Rich-
tungen und AnschluBpunkten mit Hilfe einzulesender Faktoren éndern, eine neue Aufteilung durch-
fithren und solange iterieren, bis &p,; = 1 erfiillt ist (a posteriori Varianzschiitzung).

b) Faflt man alle Beobachtungen, die einen Punkt betreffen, zu einer Gruppe zusammen, erhilt man
lokale mittlere Gewichtseinheitsfehler &o,p, fiir die Punkte P;. Sie geben iiber die Genauigkeits-
verhiltnisse im Netz Auskunft. Wir nutzen sie zur Bestimmung lokaler mittlerer Punktfehler (s.u.).

c) Der im Abschnitt 4 genannte Test zur Suche nach groben Fehlern kann auf (16) zuriickgefithrt
werden, wenn jede Gruppe nur eine Beobachtung enthilt.

Mit dem mittleren Fehler g der Gewichtseinheit, dessen Schitzung &g aus (15) oder mit
Go, p, fiir jeden Punkt P; nach (16) erhalten wir nun die folgenden mittleren Fehler, die
im Programm TRINA berechnet und ausgewiesen werden:

— Beobachtung I; o .
oy, = ooy Pi. (17)

— Strecke, bzw. Richtung z; aus ausgeglichenen Koordinaten (nicht identisch mit der
ausgeglichenen Beobachtung /;!, vgl. (1), (6) und (7)):

2=l — bit=c k= ¢c;Qu CPI, (18)

0z = oo/ c;Qrr €1 ‘ (19)
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— AnschluBkoordinate k;:
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O = 00 )/ Qraty - ‘ (20)
— Anschlupunkt P; mit Koordinate x; und y;:

global mit Go: &, goval = G0}/ Quear + Qyors ‘ (21a)
lokal mit Gp, p,: Gp,,10kat = G0, P; ) @uize + Quare- (21D)

Der lokale mittlere Punktfehler Gp, 1oka) ist dem in der Landesvermessung gebrauchlichen
mittleren Punktfehler dhnlich, den man aus Einzelausgleichungen erhalt. Der Vergleich
des globalen und des lokalen mittleren Punktfehlers gibt unmittelbar iiber die Genauig-
keit der Beobachtungen AufschluB}, die diesen Punkt bestimmen.

SchlieBlich gibt das Programm auch die Elemente der Fehlerellipsen fiir jeden Punkt
aus.

4. Statistisehe Analyse

Die genannten FehlermaBe geben nur dann ein zuverlissiges Bild von der Genauigkeit
der Ausgleichung, wenn das gewéhlte Ausgleichungsmodell (1) zutrifft. Man sollte es daher
soweit méglich iiberpriifen und die Auswirkung nicht erkennbarer Modellfehler auf das
Ausgleichungsergebnis abschitzen. Von den méglichen Modellfehlern interessieren uns vor
allem Fehler im funktionalen Modell in der Form grober Datenfehler. Auch wenn es sich
dabei selten um eigentliche MeBfehler, mehr um Klassifizierungsfehler handelt, nehmen
wir im folgenden an, daf einzelne Beobachtungswerte I; um Betrige VI; falsch sind, dle
wir als grobe Fehler ansehen.

Ein Test, der auf mehrere grobe Fehler priift, ist entweder mehrdimensional und weist eine so
geringe Giite auf, daB erst groBe grobe Fehler erkennbar sind, oder er ist eindimensional und setzt
damit das GroBenverhiltnis der groben Fehler als bekannt voraus. Da unerkannte grobe Fehler das
Ergebnis stark verfilschen kénnen und nur in speziellen Fillen — etwa bei Punktverwechslungen —
das GréBenverhiltnis der groben Fehler bekannt ist, scheint nur fiir den einfachsten Fall ein statistischer
Test mit vertretbarem Aufwand sinnvoll zu sein, wenn man némlich nur einer groben Fehler im Daten-
material annimmt. Der im folgenden beschriebene Test und die Angaben iiber innere und #ullere Zu-
verlidssigkeit gehen von dieser Hypothese aus.

Es wird angenommen, daff diese Einschriinkuag in der Praxis unbedeutend ist, da die wenigen Pro-
zent grober Fehler selten lokal gehduft auftreten und sich daher kaum beeinflussen.

4.1. Das ,.data-snooping**

Der statistische Test auf grobe Fehler beruht auf dem Vergleich der normlerten Ver-
besserung wy

| ] =LW.L (22)

wi — =
T oLV

mit dem kritischen Wert %, der vom Signifikanzniveaun § = 1 — «p des Tests abhingt
(z.B. ap = 1% — k& = 2,56). Gepriift wird also, ob der Absolutbetrag |v;| der Verbesse-
rung den k-fachen mittleren Fehler o,, iiberschreitet. Das Programm gibt fiir jede Beob-
" achtung die normierte Verbesserung an. Um die Fehlerlokalisierung zu erleichtern, werden
aulerdem die gréBten w; aller Beobachtungen — absteigend sortiert — ausgedruckt.
Wenn nur ein grofler grober Fehler im Datenmaterial vorliegt, hat nahezu immer die
betreffende Beobachtung die grolite normierte Verbesserung.
Gegeniiber der sonst vielfach verwendeten TestgréBe |v;|/o,- wird bei wi die Geometrie
des Netzes iiber den Redundanzanteil r; beriicksichtigt, vgl. (13).
. Wegen
v = — Qm) P”l bzw. A’l)i - — T{Al»i (23)

gibt r; unmittelbar an, wie stark sich eine Anderung der Beobachtung, etwa ein grober
. Fehler, in der Verbesserung niederschligt. '
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N

Umgekehrt kann man aus der Verbesserung die GréBe Vi; des Fehlers abschitzen, der
die betreffende Verbesserung »; moglicherweise verursacht (vgl. FORSTNER 1976):
: N . .

Vi = — 2, o (28)
g

Dieser Wert wird ausgedruckt, wenn die normierte Verbesserung den kritischen Wert
itberschreitet. Fiir nicht zu kleine bzw. zu groBe grobe Fehler (groBer als 20 o) weicht
diese Schiitzung erfahrungsgemd nur um wenige Prozent vom tatséchlichen Betrag des
groben Fehlers ab und erleichtert so die Interpretation der Verbesserung.

N
Oft, geben die Unterlagen auch bei zu groBen Werten von Vi; keinen Grund, die ange-
zeigte Beobachtung zu verwerfen. Dann ist es wertvoll zu wissen, wie stark die Beobach-
tung das Ergebnis bestimmt. Das Programm gibt daher fiir jede Beobachtung den Be-
N .

trag Vz;
pas s
Vzi = ¢ Qi € pi Vi = — ¢; Qui € pivi[ri (25)

an, um den sich die betreffenden Punkte gegenseitig verschieben, wenn die Beobachtung
nicht an der Ausgleichung teilnimmst. Ist dieser EinfluB klein, kann die Beobachtung mit-
gefiihrt werden. Aber auch wenn die normierte Verbesserung kleiner als der kritische Wert
ist, kann die Beobachtung das Ergebnis u.U. stark beeinflussen; dann sollte man sie an-
hand der Unterlagen (Feldbiicher, u.d.) iiberpriifen. Denn es kann sich um einen vom
Test nicht erkennbaren groben Fehler handeln. Dies ist nur méglich, wenn die Beobach-
* tung durch die Netzgeometrie schwach kontrolliert wird.

4.2, Innere Zuverlissigkeit des Nefzes

Die Kontrollierbarkeit der Beobachtungen gibt i{iber die innere Zuverldssigkeit des
Netzes Auskunft. Sie wird durch die MindestgréBen Vol; fiir grobe Fehler VI; beschrieben,
die der Test mit einer vorgegebenen Mindestsicherheit gerade noch aufdecken kann. Dieser
untere Grenzwert hiangt ab

— von der Genauigkeit der Beobachtung, beschrieben durch den mittleren Fehler oy,;

— von der Netzgeometrie in der Umgebung der Beobachtung, beschrieben durch den
Redundanzanteil r; und

— vom Signifikanzniveau 1 — op und der Mindestsicherheit 8o (Macht) des Tests, be-
schrieben durch den Nichtzentralitidtsparameter do = do (c0, Po). (do ist identisch mit
}/ Ao bei Baarpa, vgl. PELZER 1977).
Fiir verschiedene ap und o sind in Tabelle 1 die zugehorigen Werte fiir do angegeben.

Tabelle 1. Nichtzentralitdtsparameter do

oo .
0,019% 0,1% 1,09, 5,09%,
o ,
70% 4,41 3,82 3,10 2,49
80% 4,72 4,13 3,42 2,79
90%, 5,18 4,57 3,86 3,24

Damit ist der Grenzwert Vol; bestimmt:

do

Vol; = Oy —= - 26
oh = on _ (26)
Je kleiner der Redundanzanteil 7; der Beobachtung, um so gréBler mul ein grober Fehler
sein, um erkannt zu werden (um so kleiner ist ja nach (23) auch die Verbesserung). Fiir
jede Beobachtung werden vom Programm Vyl; und r; ausgewiesen. Bei den beweglichen
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AnschluBpunkten (s. Abschnitt 2) druckt das Programm zusitzlich die Grenzwerte fiir
grobe Fehler in den Richtungen der Halbachsen der Fehlerellipsen aus. In diesem Fall
kann man die Grenzwerte auch als Verinderungen der Punkte deuten, die durch die Netz-
konfiguration gerade noch aufgedeckt werden.

Der Fall r; = 1 tritt nur auf, wenn der wahre Wert der Beobachtung bekannt ist, etwa
bei einer Strecke zwischen Festpunkten, wenn keine MafBstabsunbekannte angesetzt ist.
Dann kénnen grobe Fehler VI; << ¢ - oy, nicht mit der Wahrscheinlichkeit fo erkannt
werden. Der Parameter dg entscheidet so iiber den giinstigsten Fall. Zum Beispiel lassen
sich dann bei einem Signifikanzniveau von 8 =1 — o = 99,9%, erst grobe Fehler ab
Vi; = 6o - oy, = 4,13 0y, mit gréBerer als 809;iger Sicherheit erkennen.

Wird im anderen Extrem eine Beobachtung durch die Netzgeometrie nicht kontrolliert,
ist r; =v; = ® und der Test (22) nicht mdglich.
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4.3. AuPere Zuverlissigheit eines Nelzes

Entscheidend fiir die Beurteilung der Netzgeometrie ist jedoch nicht die Gréfie nicht
erkennbarer grober Fehler, sondern ihre Auswirkung auf das Ausgleichungsergebnis, in
unserem Fall auf die Koordinaten. Sie bestimmt die duBere Zuverlissigkeit des Netzes.
In Analogie zu (25) betragt der EinfluBl eines groben Fehlers der GroBe Vol; auf die relative
Lage der betroffenen Punkte '

Vozi = €;QrrcipiVol;. (27)

Zur Beurteilung vergleicht man diesen Betrag am besten mit dem mittleren Fehler o,
um die unterschiedliche Genauigkeit der Koordinaten zu beriicksichtigen.

Die Auswahl der Funktion z;, der Strecke bzw. Richtung aus Koordinaten, zur Be-
urteilung ihrer Zuverldssigkeit ist willkiirlich. Fiir eine andere, beliebige Funktion der
Koordinaten f = e’k kann man den groBten EinfluB V,f; eines gerade nicht mehr er-
kennbaren Fehlers auf diese Funktion abschétzen.

Mit den Abkiirzungen
c; kaiipt 8o (28)

und - or = ao)/e’ Qrre (29)
gilt die Ungleichung (BAArDA 1976):
|Vofi| < d0,i" of. ' (30)

Der Wert dg,; gibt so unmittelbar an, wie stark eine Funktion der Koordinaten im un-
giinstigsten Fall von nicht erkennbaren groben Fehlern verfilscht werden kann, bezogen
auf den mittleren Fehler dieser Funktion. Dies sollte nicht mehr als das 3- bis 4fache des
mittleren Fehlers betragen, da sonst die Angabe des mittleren Fehlers unzuverlissig ist
(do,1 = do). o :

Beide GroBen, Voz; und dg, ¢, werden im Programm fiir jede Beobachtung ausgewiesen ;
Voz ist der anschaulichere, 8o, der aussagekriftigere Wert (vgl. das folgende Beispiel).

do, s =

5. Beispiel fiir die Analyse eines Netzes mif dem Programm TRINA

Ein Beispiel soll verdeutlichen, daB die Werte, die das Programm zur Beurteilung der Beobachtungen
und der Netzgeometrie berechnet, die starken und schwachen Stellen eines Netzes aufdecken und den
= oft mithevollen — Vergleich mit dem Netzbild ersparen kénnen. .

. ‘Bei dem Beispiel handelt es sich um eine Herablegung*), einen praktischen Fall. Das Netzbild ist -
in Abb. 1 unmaBstéblich dargestellt. Damit aber die Geometrie — soweit es die Beobachtungen be-

—_—

*) Herableguhgen enthalten meist wenig iiberschiissige Messﬁ.ngen und sind daher empfindlich gegen
“unerkannte grobe Fehler. Trotzdem sollen sie die relative Lage von Zentrum und Exzentrum festlegen.
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Abb. 1. Netzbild einer Herablegung unmaBstiblich, winkeltreu

trifft — erhalten bleibt, ist die Skizze winkeltreu. In Tabelle 2 sind die im Abschnitt 3 und 4 erlinterten
GroBen zusammengestellt.

Drei Strecken und vier Richtungssitze mit zusammen 12 Richtungen wurden gemessen. Als Strecken-
genaunigkeit wurde 1,5 cm unabhingig von der Streckenlinge angenommen. Der mittlere Richtungs-
fehler setzt sich zusammen aus einem konstanten (1 mgon) und einem streckenabhingigen Teil (1 [mm]/s),
der die Ungenauigkeit der Zieleinstellung beriicksichtigt:

og = 1,5¢cm,
7 : or =}/(0,001 gon)? 4 (¢ 1 [mm]/s)Z.
Auf diese Weise erhiilt die kurze Richtung 6 von Punkt 403 nach 431 einen mittleren Fehler von 0,225 gon
(Spalte 5).
Bei den iibrigen Richtungen hat der Zieleinstellfehler nahezu keinen EinfluB auf den mittleren Rich-
tungsfehler.

§.1. Imnere Zuverlissigkeit des Netzes

Die innere Zuverlissigkeit des Netzes, identisch mit der Kontrollierbarkeit der Beobachtungen kann
man an den unteren Grenzwerten Vol; (Spalte 7) fiir erkennbare grobe Fehler ablesen. Wenn man sie
auf die mittleren Fehler a priori bezieht, kann man zur Beurteilung ebensogut die Redundanzanteile i
(Spalte 6) heranziehen, vgl. (26).

Die Redundanz r == 3 verteilt sich mit

[7i]Strecken = 0,9,
[7¢] Richtungen = 2,1

auf Strecken und Richtungen etwa im Verhéltnis der Anzahl der Beobachtungen. Dies braucht nicht
immer der Fall zu sein. Die einzelnen r; sind allerdings sehr unterschiedlich.

Nur 6 der 15 Beobachtungen sind mit 7; groBer als 0,4 bzw. Vol; < 6,2 gy, gut kontrollierbar. Die
beiden Strecken 2:431—432 und 3:431—433 und die Richtungen 4:403—1400 und 5:403—1241,
bzw. 6:403—431 und 10: 431 —403 kontrollieren sich jeweils gegenseitig. ' .

Die beiden Winkel 431—433—400 und 431—432—400 sind mit Redundanzanteilen ri~ 0,03, bzw.
Grenzwerten um 25 o1, nur sehr schwach kontrollierbar. Der Grund liegt in der mangelnden Genauig-
keit der Strecken 2:431—432 und 3:431—433. Fehler in den Richtungen ,,verdriicken* sich in die
. Streckenverbesserungen. :
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Die iibrigen 5 Beobachtungen sind mit Redundanzanteilen um 0,001 und Grenzwerten zwischen
100 oy, und 300 o7, nahezu nicht kontrollierbar. Die Griinde fiir die mangelnde Kontrolle sind unter-
schiedlich: '

— Allein die kurze Strecke 1:403—431 (r; = 0,0006) legt die relative Lage der Punkte 403—431
fest. Der Winkel 1400—403—1241 und die Richtung 10:431—403 bestimmen den Punkt 403
nur senkrecht zu dieser Richtung, denn der Schnittwinkel zwischen dieser Richtung und dem Kreis
1400—403—1241 ist sehr klein (gefahrlicher Kreis!). Lige der Punkt 1241 auf dem kleinen Kreis
(z.B. 1241’ oder 1241”), so wire die Strecke 1: 403—431 wesentlich besser kontrollierbar.

— Die schwache Richtungsiibertragung iiber die kurze Strecke 1:403—431 (o1, = 22,56 mgon) ver-
ursacht die schlechte Kontrollierbarkeit der Richtung 13:433—1441 (r13 = 0,0014). Aber auch
bei einer besseren Richtungsiibertragung kénnten grioBere Fehler (ca. 40,0 mgon) nicht erkannt
werden, da der Winkel 403—431—400 mit 86 gon (= 100 gon) eine Drehung der 3 Punkte 431,
432, 433 um den Punkt 400 zuldfBt. :

— Aus einem #hnlichen Grund sind die Richtungen 8:431—432 und 9: 431—433 mit Redundanz-
anteilen von rg = 0,0002 und rg = 0,0012 sehr schlecht kontrollierbar. 20 cgon- bzw. 10 cgon-
Fehler bleiben unerkannt. Die Schnittwinkel der Vorwirtsstrahlen im Zentrum sind etwa 100 gon
(106 gon bzw. 94 gon), so daB sich die Punkte 432 und 433 ungepriift um den Punkt 431 drehen
koénnen. ‘ '

— SchlieBlich ist der Winkel zwischen den Richtungen 14 : 433—400 und 12 : 432—400 mit ca. 10 gon
zu klein, so daB die Richtung 7 von 431 zum Zentrum 400 nicht kontrollierbar ist.

Die schlechte Richtungsiibertragung iiber die kurze Seite und die schwache Kontrollierbarkeit der
Richtang 7 : 431 —400 kann man dem Netzbild unmittelbar entnehmen. Aber man erkennt nicht sofort,
daB die rechten Winkel — vor allem der im Punkt 400 — die Kontrolle erschweren. Dem steht die
Forderung nach rechten Winkeln entgegen, um — bei zwei (!) Richtungen zum Punkt 400 — Isotropie
(Fehlerkreis) zu erhalten. Bei drei Richtungen, die Mindestanforderung fiir eine Kontrolle, verlangt
sowohl die innere Zuverlissigkeit als auch die Genauigkeit nach einer méglichst gleichmifigen Ver-
teilung der Visuren iiber den Horizont, d.h. nach Schnittwinkeln von 60 gon, bzw. 120 gon. Das hieBe
in unserem Fall eine Verlegung des Punktes 432, etwa in die Mitte zwischen 431 und 433, nach 432"

5.2. Auflere Zuverlassigkeit des Netzes

Wihrend Grenzwerte und Redundanzanteile in gleicher Weise die innere Zuverlissigkeit beschreiben,
stehen uns zur Beurteilung der duBeren Zuverlissigkeit zwei unterschiedliche Grofien zur Verfigung:
Voz und dg,; (Tab. 2, Spalten 8 und 9).

Der ungiinstigste Einflu Voz; eines nicht erkennbaren groben Fehlers auf die relative Lage der be-
treffenden Punkte reicht in unserem Beispiel von 1 mm bis 2,6 m. Bemerkenswert sind die beiden
negativen Werte —0.002m und —0,278 m bei den Richtungen 5:403—1241 und 13:433—1441.

Zum Beispiel verursacht eine Drehung der Richtung 13:433—1441 im Uhrzeigersinn eine Drehung
der drei Punkte 431, 432, 433 um den Punkt 400 im Gegenuhrzeigersinn und damit eine Anderung
der Richtung 13 : 433—1441 nach der Ausgleichung ebenfalls im Gegenuhrzeigersinn.

Ein gerade nicht mehr erkennbarer grober Fehler von 0,11 gon der Richtung 7: 431—400 verursacht
eine Anderung von Vozy = 33 cm wiihrend er in Richtung 9: 431—433 mit Voze = 2,1 cm fast keinen
EinfluB auf die relative Lage der Koordinaten hat. In diesem Fall verschieben sich beide Punkte um
etwa den gleichen Betrag von ca. 30 cm parallel zur Richtung 14: 433 —400. Dies bestidtigt der grofle
Wert 0,9 = 90 in der Richtung 9:431—433. Er besagt, daf ein grober Fehler in dieser Richtung eine
beliebige Funktion der Koordinaten, etwa Koordinatendifferenzen, bis zum 90fachen Betrag des mitt-
Jeren Fehlers der Funktion (der Koordinatendifferenz) verfilschen kann.

Die 3, ;-Werte geben also iiber die duBere Zuverlissigkeit ein zutreffendes Bild. Bei gleichem r; sind
die B, ; i.allg. verschieden, z.B. wirkt sich ein grober Fehler in Richtung 6 : 403—431 (do, ¢ = 4) stérker
aus als ein grober Fehler in einer der Richtungen 4 :403—1400 oder 5: 403—1241 (do,4 = do,5 = 1).

5.3. Beurteilung der Beobachtungen des Netzes

Die Verbesserungen v; zeigen, daB ein grober Fehler im Datenmaterial enthalten ist. Eine gewisse
Lokalisierung scheint sicher: Die beiden Verbesserungen von ca. 0,5 gon legen einen Gradfehler in der
Richtungsiibertragung bei der kurzen Strecke 1:403—431 nahe. Die Lokalisierung wire nicht ohne
Nachmessung méglich. Diese wiirde die gegebenen Richtungen bestiitigen. Denn tatsichlich ist die
AnschluBirichtung 13 :433—1441 um 1 gon falsch*), die zugehorige Verbesserung betrigh nur 12cc.
. Die normierten Verbesserungen der drei genannten Richtungen liegen mit 33,4, 33,56 und 33,7 nahe

beisammen. Das groBte w; gehort zur grob falschen Beobachtung! Das Programm gibt die normierten
Verbesserungen in absteigender Reihenfolge an, so daf die Lokalisierung der groben Fehler sehr ein-
fach wird.

*) Der grobe Fehler wurde kiinstlich angebracht.
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Der geschiitzte Fehlerbetrag Vi3 ist mit 0.91 gon in der richtigen GréSenordnung. Er weicht von
1 gon deshalb stark ab, weil der grobe Fehler das Netz verformt und die Schatzung nach (24) die lineare
Abhingigkeit von I und v voraussetzt.

Eine Nachmessung bzw. Korrektur der Beobachtung ist unerldBlich, denn der grobe Fehler fiihrt
zu einer erheblichen Verfilschung der Koordinaten (Vzig = 2,26 m). o :

Aber auch die nicht grob falsche Richtung 8 von 431 nach 432 (wg = 1,3) {ibt einen mit V23 = 33 em
groBen Einfluf auf das Ergebnis aus: Bei scheinbar richtigen Beobachtungen sollte man den tatsich-
lichen Einflu — und nicht nur den theoretischen — auf das Ergebnis beriicksichtigen und die Beobach-
tung wenigstens nochmals {iberpriifen.

"An der Analyse dieses scheinbar einfachen Netzes mit Hilfe der vom Programm ausgegebenen Werte
wird deutlich, wie leicht die Suche nach groben Fehlern selbst in kaum fiberbestimmten Netzteilen wird,
aber auch, wie aufwendig die Bestitigung der Zuverldssigkeitsaussagen durch ,,scharfes Hinsehen® ist.

6. SchluBbemerkungen

Das Programm TRINA zur trigonometrischen Netzausgleichung ist zur Bestimmung
und Beurteilung von Koordinaten in Netzen der Landesvermessung konzipiert. Es ist seit
zwei Jahren im praktischen Einsatz und nach Kenntnis des Verfassers das erste dieser
Art in der Bundesrepublik Deutschland. Es unterliegt zwar noch Beschriankungen in der
Kapazitit; aber der Weg ist eingeschlagen, um den ,,neuen‘* Gesichtspunkten Rechnung
zu tragen, die sich ohne Zweifel allgemein durchsetzen werden.

Besonderes Gewicht liegt auf Hilfen zur Suche grober Datenfehler. Neben zahlreichen
Plausibilititskontrollen enthilt das Programm einen statistisch fundierten Test. Er fiihrt
zu einer groBen Arbeitsentlastung bei der Auswertung, denn die Lokalisierung grober
Fehler ist zielsicher und man findet — vor allem in schwach iiberbestimmten Netzteilen —
wesentlich kleinere giobe Fehler als mit herkémmlichen Tests, die die Geometrie des
Netzes nicht beriicksichtigen. Zur Erkennung von Fehlern in den Koordinaten der An-
schluBpunkte kann man sie als stochastische GréBen behandeln und in den statistischen
Tests miteinbeziehen. Um die Datenbereinigung zu erleichtern, wird ggf. der Betrag der
groben Fehler und deren Auswirkung auf das Ergebnis geschitzt.

Die Suche nach groben Fehlern im Anschlufl an die Gesamtausgleichung sollte man
durch einen Test vor der Ausgleichung entlasten. Ein mdéglicher Weg wire die Priifung
von Bedingungen, wie sie z.B. MoLENAAR (1978), BouLoukos u. MoLENAAR (1978) fiir
photogrammetrische Modellblocke verwirklichte. Bei trigonometrischen Netzen ist die

" automatisierte Aufstellung der Bedingungsgleichungen — vor allem in reinen Strecken-
netzen — ohne Kenntnis von Niaherungskoordinaten nicht immer méglich. Einfacher
scheint es daher, bei der Naherungskoordinatenbestimmung die gewiinschten Vorkontrollen
durchzufiithren. So ist es im Programm NAEKO (BeNNING u. FOrRsTNER 1979) realisiert.
Dort werden die Naherungskoordinaten durch sukzessive Einzelpunktausgleichung be-
stimmt und die Beobachtungen dem statistischen Test unterworfen. Der Rechengang hingt
von der Zuverlassigkeit sowohl der Beobachtungen als auch der bereits gerechneten Ko-
ordinaten ab. Diese Priifung der Beobachtungen vor der Ausgleichung deckt den grofBten
Teil der groben Fehler auf, so daB die Bereinigung im Gesamtnetz keine Schwierigkeit
mehr bereitet. ' :

AuBer Hinweisen zur Fehlersuche gibt das Programm TRINA an, welche groben Fehler
man bei der vorgegebenen Geometrie des Netzes nicht auffinden kann und wie stark sich
durch diese Fehler das Ergebnis dndern kann. Die Angaben iiber die innere und dullere
Zuverlissigkeit des Netzes weisen auf Netzteile mit nur geringer Uberbestimmung hin.
Die Werte ersetzen, wie das Beispiel zeigt, das vor allem in gréBeren Netzen miihevolle
Hineindenken in das Netzbild und kénnen so als Grundlage fiir eine Netzoptimierung
dienen. Besonders geeignet hierfiir erscheinen die go,i-Werte, mit denen man den un-
giinstigsten EinfluB eines nicht erkennbaren groben Fehlers auf eine beliebige Funktion
‘der Koordinaten abschitzen kann. Sie sind fast unabhingig von der Gréfe der Netze.
“8p, i-Werte unter 10 kann man mit vertretbarem MeBaufwand erreichen. In reinen Strecken-
‘netzen liegen die Werte hoher (bis ca. 20), bei Katastermessungen niedriger (ca. 6—17).
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Fiir eine vollstindige Beurteilung der Giite der Netze ist dariiber hinaus die Priifung der
Genauigkeit iiber eine Analyse der Kovarianzmatrix der Koordinaten notwendig. Sie ist
aufwendiger als die Priifung der Zuverldssigkeit, und m.E. im Bereich der praktischen
Landesvermessung solange nicht vordringlich, als die Zuverlissigkeit der Netze noch nicht
ausreicht. Eine Verbesserung der Zuverlissigkeit fiihrt in aller Regel auch zu einer Ver-
besserung der Genauigkeit. Dann aber sollte man den — im Vergleich zu den Kosten fiir
die Nachmessungen niedrigen — Rechenaufwand nicht scheuen, durch eine Planung der
Gebrauchsnetze eine hohe Giite der Koordinaten zu erreichen.
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